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Epreuve de Mathématiques A MP

Durée 4 h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une
] 9

part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L'usage de calculatrices est interdit.

Probléme

Dans tout le probléme, In désigne le logarithme népérien.

Partie I

Soit z un nombre réel dans | — 1,1].

1. Soit n un entier naturel non nul. Démontrer ’égalité :

1 n—1 o _1)ngn
= S (-1)iat 4 ST
o l+z

l1+z2

.



2. En déduire I'égalité :

n ‘
(_l)z—l ) /z (—-l)ntn
In(l1+2z) = —t+ ——dt.
( ) ; 2 0 14+t
= (-1
3. Démontrer que la série Z ————2z* converge vers In(l + z). On citera précisément le
1

i=1
théoréme utilisé.

4 Démontrer les égalités :

_1yi—1
In(2) = z;’;l(—i.)— (1)

1

1
@) = XZim (2)
1
5 Soit (un)n>1 une suite décroissante de nombres réels qui converge vers 0.

i. Justifier que la série de terme général (—1)" !u, converge.

ii. Soit S la somme de la série de terme général (—1)"lu, et soit S, la somme partielle
S (=1)1u;, pour tout entier naturel n > 1.

1=
a) Démontrer que la suite (San)n>1 est croissante et que la suite (Son—1)n>1 est
décroissante.
b) Démontrer que S vérifie, pour tout entier naturel n, ’encadrement :

SQn < S < SZn—l-
iii. En déduire, pour tout entier naturel n > 1, 'inégalité :
[S — Sl € up.
(—1)i-1
6. Soit p un entier naturel. Déterminer un entier naturel N, tel que > - ; ———— est une
1
valeur approchée de In(2) & 1077, pour tout entier naturel n > N,.
7 Soit p un entier naturel. On se propose de calculer une valeur de In(2) & 107 prés en

utilisant les sommes partielles (3 ;- ; -_Qi)”>1'
i

. . 1 . . .
i. Pour un entier naturel n > 1, on pose R, = Zz’oin+1 i Justifier 'inégalité :
)

1

s . . 1
ii. Déterminer un entier naturel IV, tel que Sy o est une valeur approchée de In(2) a

1077, pour tout entier naturel n > Ny.
iii. Comparer N, (introduit dans la question 5) et V,,.



Partie 11

Soit n un entier naturel > 1. On désigne par R, [X] le R-espace vectoriel formé par les
polynomes a coefficients dans R de degré < n.

1.

Soit P dans R,,[X]. Démontrer qu'il existe un unique polynéme dans R,,_;[X], noté ¢, (P)
tel que P(—1) — P(X) = (X + 1)pn(P)(X).

Soit ¢, l'application ainsi définie de R, [X] dans R,_1[X]. Démontrer que ¢, est une
application linéaire. Déterminer le noyau de ¢,. L’application ¢,, est-elle surjective 7

Ecrire la matrice de ¢, de la base 1, X, X2, ..., X" de R,[X] sur la base 1, X, X2, ... X"!
de Rn_l[X].

. Soit P le polynome Y_"* ja; X*. Démontrer que ¢n(P) = Z;:(} b; X7 ot les nombres réels

bo, ..., bn—1 sont définis par :

n

Vi€ {0,..on—1} by = (1) > (~1)a;.

i=j+1

Partie 111

Dans la suite du probléme, on désigne par I l'intervalle |0, 1]. Soit f une fonction continue par
morceaux sur I, & valeurs réelles positives, et intégrable sur l'intervalle /.

1.

Soit ¢ la fonction définie par :

f(x)

Veel, glx) = T s

Démontrer que g est intégrable sur l'intervalle [.

2. Soit n un entier naturel. On considére la fonction f,, définie sur l'intervalle I par :

Ve el, folx) =" f(x).

Démontrer que la fonction f, est intégrable sur l'intervalle I.

Dans la suite du probléme, on note :

1 1
sz/o %%dm et, Vn € N, u,(f) :/0 Sfn(x)de.



3. Démontrer que la série de terme général (—1)"u, (f) converge.
4. Justifier Pegalite Ep @ > 07 ((=1)"u,(f) = Sy.
5. Que devient précisément 1'égalité £, dans les cas suivants :

(i) La fonction f est la fonction constante égale a 1 sur I'intervalle I.

(ii) La fonction f est la fonction définie par :

l -

g

Vo e l, f(av):2

(iii) La fonction f est la fonction définie par :

1
U dx
Indication :  On pourra démontrer que Sy = / 77 et déterminer des nombres
0 X
réels a, b, ¢ tels que
1 a b(—1+ 2x) c

1+x3“1+$+1~x+$2 1—z+a2

Partie IV

1. Soit P un polynéme et soit n son degré. Démontrer I’égalité :

1 T 1
/o 1P i)f (z)dz = P(=1)S - /0 on(P) () f(x)dz,

Soit (T3)nen une suite de polynomes a coefficients réels qui vérifient les propriétés suivantes :

T, est de degré n,

Vn € N,{ To(=1) # 0

On pose

1
Sp = / on(Ty)(z) f(z)dx et M, = sup |T,(x)|.
0 z€[0,1]



2. Pour tout entier naturel n, démontrer I'iné¢galité :

g 5w M,S;
/ T7 (_U h iTn(*l)l
Partie V

Dans toute la suite du probléme, on considére (77, )nen la suite de polyndmes définie par récurrence
par :

To(X) = 1
T(X) = 1-2X
Thio(X) = 2(1 =2X)Tp41(X) — T (X), pourn € N.

1. Soit (vp)nen la suite définie par v, = T,,(—1), pour tout entier naturel n.

(i) Etablir une relation entre v,12,vn4+1 €t vy, pour tout entier naturel n.

(ii) En déduire I’existence de nombres réels a et § tels que pour tout entier naturel n,
v = a3+ V8" 4 B(3 — V8)™.

(iif) Déterminer les nombres réels a et 3.
2 Justifier que la suite (T},)nen vérifie les hypothéses de la partie I'V.

3 Démontrer que les coefficients du polynoéme T,,(X) sont des entiers relatifs, pour tout entier
naturel n.

4 Démontrer I'égalité Ty, (sin? 2) = cos (2nz), pour tout entier naturel n et pour tout nombre

réel x.
5 Soit n un entier naturel. Démontrer que M, = 1 et en déduire I'inégalité :

My _ 2
IT.(-1)] = (3+V8)"

6 Expliquer comment construire une suite de nombres rationnels (¢,),en telle qu'il existe une
constante K strictement positive vérifiant, pour tout entier naturel n,

(34 V8"

[In2 —t,| <



Partie VI

On suppose de plus dans cette partie que f est une fonction de classe C° sur I'intervalle [0.1].

Soit ¢ la fonction définie sur R par :
f(sin? x) sin 2
Ve eR, gz) = ——"-F5—.
9(@) 1 +sinz

1. Justifier que la fonction g est de classe C° sur R.

2. Soit P un polynéme. Démontrer 1'égalité :

1 z 5
/0 lpia):j(m)dx = /0 P(sin® t)g(t)dt.

3. Soit n un entier naturel non nul et soit 7}, le n-iéme polyndéme de la suite introduite dans
la partie V. Démontrer ’égalité :

1 T z
4n? / —ﬁix—)f(x)dz = (—1)”9’(?—) - 4'(0) - /2 cos (2nz) ¢"(z)dz.
Jo Y 2 0
4. Soit alors (@ )nen la suite de polynémes définie par :
VneN, Qu(z)=(n+ 2)2Tn+2($) - 77,2T"(.’L').

Soit n un entier naturel non nul.

(i) Démontrer I’égalité :

1 " 3
/0 Clgr,ik(:c)f(:c)dx = i/o (cos (2nx) — cos (2(n + 2)x)) ¢"(z)dz.

(i1) On deéfinit U et V par :

_ 'l Qn(m)
o 14z

Z  sin(2nz)  sin(2(n+ 2)z)
x)dr et 'V = -
flade e v = [ 72 S
Exprimer U en fonction de g(S)(%), g3 (0) et V.
(iii) En déduire qu’il existe un nombre réel K tel que, pour tout entier naturel n non nul,
ona: .
Qn(x) K

—_ dz| < —.
ho 1+a:f(x) l” ns

U )9 (@) dz-

5. Expliquer comment construire une suite de nombres rationnels (g, )nen telle qu’il existe une
constante K strictement positive vérifiant, pour tout entier naturel n,

]InQ—qn|<—K-——

n®(3 +V/8)n









