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Corrigé de devoir non surveillé

Probleme — Une équation différentielle linéaire a parametres

Partie A —Lecasoum=1

A.1 Pour m =1, &, g équivaut a :

1
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La solution générale de I’équation homogene associée s’écrit x — Ae™*, ou A décrit R.
Si B = —1, une solution particuliere de cette équation est x — $e™ (on a intégré la partie polynomiale), de

sorte que ’ensemble des solutions de &, g est :
x _
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Si B # —1, on cherche une solution particuliere sous la forme z — ae”®, pour un certain réel . Aprés un calcul
. o 1 . . . oz
simple, on constate que a = BT convient : la solution générale de &,, g est donc
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ou A décrit R.

A.2 T’existence et I'unicité d’une telle solution a ce probleme de Cauchy est assurée par le cours.

Dans le cas ol f = —1, on trouve fg :z — (% + 1) e ",
Dans le cas ol  # —1, on trouve fg :z — meﬁz + %e’z
A.3

Premiere méthode : en utilisant &, g. La fonction fg vaut 1 en 0 et, puisqu’elle est solution de &, 3 :

74(0) + f(0) = 3¢,

d’ou f/’;(O) = —%.
Seconde méthode : en utilisant la question précédente.
Dans le cas ou 8 = —1, on trouve, pour tout réel x :

B = (3= G+) e
donc f4(0) = —3.

Dans le cas ou 8 # —1, on trouve, pour tout réel x :

B e (@2BED)
= 550 ey

donc f5(0) = -3
Dans tous les cas, on a donc f(0) = —1.
Partie B — Le cas ou m # 1

B.1 Bien str, v est deux fois dérivable, en tant que solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2
(I'un au moins des réels m et m’ est différent de 1).



De plus, pour tout réel x :
1)+ (m =1y (2) +2m (@) + (m + Dp(x) =
et
(2) « (m =1y () +2m () + (M + Dy(x) = 7,
puis, en effectuant A\(1) + (1 — A)(2)

Am —=1)+ (1 =N (m — 1)) () + 2dm 4+ (1 = N)m" ) (z) + A(m +1) + (1 = Nm)(z) = (A + 1 — N)eP?,

ce qui, apres simplification, montre que 1 est solution de &, g.
B.2 L’équation caractéristique associée & &y, 5 est (m — 1)z +2mz + (m + 1) = 0, de solutions —1 et 12
On observe que ces solutions sont distinctes (peu importe la valeur de m), donc la solution générale de I’équation

homogene associée & &y, g est
14+m
x
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ou A et u décrivent R.

B.3 L’existence et I'unicité d’une solution a ce probleme de Cauchy est assurée par le cours. Il s’agit de
déterminer la solution ¢ de

telle que (0) = 1 et ¢'(0) = —1.
On sait que cette équation admet une solution de la forme x — axe™*, pour un réel a qu’il reste a déterminer.
Apres calcul, on trouve que le choix a = % convient : la fonction x — Fe™" est une solution particuliere de
I’équation étudiée.
Il existe des réels A et u tels que, pour tout réel x :

x
o(z) = 56_:” + AT+ pe”.

Les conditions s’écrivent A+ pu =1 et % —A+up= f%, ce qui conduit a A=0et p=1.
La fonction recherchée est donc : "
Y T (54-1)6_3:.

B.4 1l se trouve que ¢ est également la solution de & g valant 1 en 0 (cf. A.3). La question B.1 permet
d’affirmer que ¢ est solution de &, g, pour tout réel m. Elle vérifie par ailleurs évidemment les conditions
initiales : d’apres le cours, c’est I'unique solution au probleme de Cauchy étudié.

B.5 D’apres la question précédente, il reste a montrer que si § vérifie la propriété demandée, alors § = —1.
Fixons donc un tel 3, et soit g une solution commune. En particulier, g est solution de & g. D’apres la question
B.1, cette fonction est également solution de & g, donc g est solution de

1
(1) : y—&—y':ieﬁx et (2) : Yy —y=—€".

En dérivant la premiére équation (c’est possible car g est indéfiniment dérivable), on observe que g est également
solution de

(3) . y/ er// _ geﬁz.
En formant (3) — (1), on déduit que g est solution de
@ g -y="01
En comparant (2) et (4), il apparait que, nécessairement, 5 = —1 : le résultat est démontré.
Remarque : on pouvait aussi observer (en prenant deux valeurs de m puis en formant la différence) qu'une
telle solution commune était nécessairement solution de
y'+2y +y=0,

donc de la forme x +— (ax + b)e™® pour certains réels a et b, ce qui impose® 3 = —1.

1. ce n’est pas si évident & montrer, je vous laisse y réfléchir



