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Corrigé de devoir non surveillé

Sur les applications

a o) = (0,0), ®(E)=®(AUB) = (4, B).
b Puisque ®(E) = ®(A U B), pour que P soit injective, il faut que £ = AU B.
Réciproquement, supposons que £ = AU B. Soit X, Y € P(E) telles que ®(X) = ®(Y). On a donc
XNA=YNAet XNB=YNB, dou, en prenant la réunion,

(XNA)U(XNB)=(YNA)U(YNB),

puis
N(AUB)=YnN(AUB),

et, enfin, puisque AUB=F: X =Y.

® est bien injective.

Une condition nécessaire et suffisante pour que ® soit injective est que AU B = E.

¢ Montrons que ® est surjective si et seulement si AN B = ().

Supposons AN B # § : soit « € AN B. On vérifie par Pabsurde que ({a}, ) n’a pas d’antécédent par @ : si
X était un tel antécédent, AN X = {«a} fournirait a € X, et BN X = () conduirait & a ¢ X, ce qui est absurde.

Ceci montre (par contraposition) le sens direct. Montrons la réciproque, en supposant A N B = (. Soit
(A, B") € P(A) x P(B). On vérifie que X = A’ U B’ est un antécédent de (A4’, B") par  :

P(X)=(ANX,BNnX)=(An(A'UB"),BN(AUB") = (ANA)U(ANB"),(BNA)J(BNB'))=(A",B).

2 Montrons ces équivalences par implications cycliques :

De 1. vers 2. Supposons f surjective, soit y € F'. Par hypothese, il existe 2 € E tel que y = f(z), i.e. tel que
v € f1({y}) :on a {z} C f~1({y}), d’'otlt, en prenant les images directes par f : {y} = f({z}) € f(f~1({y}))-

L’inclusion réciproque étant évidente, et non liée & la surjectivité (en effet : soit z € f(f~1({y})). Il existe
z € f71({y}) tel que z = f(z). Or x € f~1({y}) signifie f(x) =y, donc z = y.), on a bien I'égalité ensembliste.

De 2. vers 3. Supposons 2., et exploitons le bon comportement de la réunion avec images directes et
réciproques : soit Y une partie de F'. Ecrivons Y = Uyey {y} (par convention, une union indexée par I’ensemble
vide est vide). On a

fFUT) = et Uy

yey

LU dwh

yey
= U rudwh)
yey
= U {y} (par hypothese 2.)
yey

= Y

d’ou I'implication de 2. vers 3..

De 3. vers 4. Supposons 3., et soit Y une partie de F telle que f~(Y) = (). En prenant les images directes
par f, il vient f(f~1(Y)) = f(0) =0, d'on Y = () par hypothese 3. : 4. est vérifiée.

De 4. vers 1. Supposons 4., et soit y € F. Comme {y} n’est pas vide, 4. permet d’affirmer que f~!({y})
ne 'est pas non plus, donc y admet au moins un antécédent par f. Ceci valant pour tout y € F, f est bien
surjective.

‘L’équivalence de ces assertions est donc prouvée. ‘
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a On procede par implications cycliques.
Supposons f injective : soit A, A’ € P(E) telles que ®(A) = d(A').
Soit a € A : f(a) € ®(A) = P(A’), et il existe donc o’ € A’ tel que f(a’)

a’ = a. Ceci prouve A C A’, puis, par symétrie des roles joués par A et A’, A=

La fonction ® est donc injective.
Supposons @ injective. Soit A € P(E). On a A C f~1(f(A)), donc f(A) C

= f(a). Par injectivité de f,

A

f(f71(f(A))). Linclusion

réciproque étant également vraie (pour toute partie B de F', f(f~1(B)) C B, et on prend B = f(A)), on
a Dégalité, i.e. ®(A) = ®(f~1(f(A))) puis, par injectivité de ®, A = f~1(f(A )), soit encore A = U(f(A)).

La fonction ¥ est donc surjective.
Supposons ¥ surjective : soit a € E. Puisque ¥ est surjective, il existe B € P(

F) tel que ¥(B) = {a}, i.c.

f~Y(B) ={a}, i.e., pour tout b € B f(a) = b. On a donc B = {f(a)}, ce qui conduit & f~1(f({a})) = {a},
donc 'unique antécédent de f(a) par f est a. Les éléments de 'image de f ont un unique antécédent par
f, les autres n’en ont (par définition) aucun : tout élément de F' admet au plus un antécédent, et f est

donc injective.
b On procede encore par implications cycliques :

Supposons f surjective : soit B € P(F). On a B = f(f~Y(B)) = ®(f~1(B)) (cf. 'exercice précédent),

donc @ est surjective.
Supposons ® surjective. Soit B, B’ € P(F) telles que ¥(B) = U(B’), i.e. f~

YB) = f~4(B’). Par sur-

jectivité de @, on peut trouver des parties A et A’ de E d’images respectives B et B’ par ®. On a donc

FHf(A)) = f~Y(f(A")), puis, en prenant 'image directe par f : f(f~*(f(A)))

avons vu précédemment que f(A) = f(f~1(f(A))), et, de méme f(A") = f(f~

U est injective.

= f(f~1(f(4")). Or, nous
L(f(A"))), donc B = B’ :

— Supposons VU injective : en particulier, la seule partie de I’ d’image vide par ¥ est ’ensemble vide lui-méme.

La derniére propriété de I'exercice précédent est vérifiée, donc f est surjective.



