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Probleme — Suite de Fibonacci et théoreme de Beatty

On note € 'ensemble des suites réelles (u,,) vérifiant la relation de récurrence
VneN, Upio = uUps1 + Un.

La suite de Fibonacci (F,)nen est I'élément de €2 tel que Fy = 0 et F; = 1 (on admet qu’un élément de € est
entierement déterminé par ses deux premiers termes).
Soit X un ensemble. On dit que deux parties A et B de X en forment une partition si X est réunion disjointe
de Aetde B,i.e. ANB=0et AUB = X.
Soit a €]1,400[. On note
E, ={|nal, n € N*}.

Dans la seconde partie de ce probléme, on cherche & montrer le théoréme de Beatty : soit a,b €]1,+00[. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
1. E, et E} forment une partition de N*.

2. a et b sont irrationnels, et % + % =1.
Partie A — Sur la suite de Fibonacci

A1 Soit A, p € R, u,v € Q, w= Au+ pv. Montrer que w € €.
A.2 Déterminer les deux réels ¢ et 1, ol ¢ > 1), tels que les suites (¢™),en et (¥™),en appartiennent a ).
A.3 Montrer qu'’il existe des réels a et b tels que, pour tout n € N :

Fn:a¢n+bwna

et déterminer ces réels.

A.4 Donner un équivalent simple de F),. En déduire que (%) converge, et déterminer sa limite.
"/ neN*

Partie B — Théoreme de Beatty

Soit a, b €]1, +o0].
B.1 Pour tout m € N*, on note

fa(m) = Card ({p € E,, p < m}).

a Etablir, pour tout m € N* :

1 1
D1 < falm) < 222
a a

Que dire de la premiere inégalité dans le cas ou a est irrationnel ?

b En déduire que la suite (%) converge, et déterminer sa limite.
meN*

B.2 On suppose dans cette question que F, et Ej forment une partition de N*.
a Montrer que : % + % =1.

b Montrer que ¢ est irrationnel. En déduire que a et b le sont aussi.

B.3 On suppose ici a et b irrationnels, et % + % =1.
a Montrer que E, N E;, = 0.
b Soit m € N*. Etablir :
m—1 < falm) + fo(m) < m+1.
En déduire que E, U E, = N*.
B.4 Montrer que Fy et Ey2 forment une partition de N*.



