DM de MPSI2

Corrigé de devoir non surveillé

Exercice 1 : Trace et image de la sphére unité par une forme
quadratique

Soit A = (ai,jhgi,jgn e M, (R).
1 Soit A une valeur propre réelle de A et X un vecteur propre associé. Y = X/|| X || est encore vecteur propre
associé a \ et
A= \YY) = (Y|AY) = YAY € R(A).

2 Notons (e, ..., e,) la base canonique de R™. On remarque que (la base étant orthonormée)

Vi,j € {1,...,n}, TejAe; = (ej|Ae;) = (ej, Z%,i%) = aj,i
k=1

a Les e; sont des vecteurs normés et on a donc

Vi € {1, .. .,n}, Qi i =t e;Ae; € R(A)

b Avec la matrice A donnée, on a
VX = (z1,25) €ER?, ' XAX =0

et donc R(A) C {0} (et méme égalité car on a vu que 0 € R(A) a la question précédente). Cet exemple montre
donc que les coefficients non diagonaux de A ne sont pas forcément dans R(A).
3

a X et X, étant de norme 1, ils sont liés si et seulement si ils sont égaux ou opposés. Or, {(—X7)A(—X7) =¢
X1AX, = a #b et ainsi Xy # +X;. Finalement, la famille (X7, X3) est libre.

b ¢ est bien définie sur tout R car X n’est pas nul (car (X7, X2) est libre et 'un des scalaires A ou 1 — A
est non nul).
Les coefficients de X, dépendent continiment de A et les expressions au numérateur et au dénominateur de
@(A) sont des produits, sommes et produits par des constantes de ces coefficients. Par théorémes d’opérations,
¢ est donc continue sur R.

c ¢(0) =bet ¢(1) = a. Par théoréme de valeurs intermédiaires appliqué a lapplication continue ¢ sur
I'intervalle [0, 1], tout élément de [a, b] est image par ¢ d’un élément de [0, 1]. Soit ¢ € [a,b] et A € [0, 1] tel que
#(\) = c. On a alors ¢ =! Y\ AY) avec Yy = X, /|| X,|| et comme ||Y)|| =1, ¢ € R(A). Finalement

Va,b € R(A), [a;b] C R(A)

ce qui signifie que R(A) est convexe.

48Si tr(A) = 0 alors, les coefficients diagonaux de A ne peuvent étre tous strictement négatifs ou tous
strictement positifs. Il y en a donc un positif et un négatif; notons les b et a. On a alors 0 € [a,b] C R(A) et
donc 0 € R(A).

5S0it X € R™ avec || X|| = 1. On a alors ¥ = QX qui est de norme 1 (car @ est orthogonale) et donc
YYAY € R(A) cest & dire 'X*QAQX € R(A). Ceci montre que R(*QAQ) C R(A). L’inclusion réciproque

s’obtient en reprenant le méme argument avec Q' qui est aussi orthogonale. Ainsi,

VQ € On(R), R(A) = R("QAQ)



6
a On suppose (Cy) vérifiée avec la matrice ). On a alors (questions 1.B.1 et L.E)

tr(4) = tr('QAQ) € R('QAQ) = R(4)

et la condition (C1) est donc vérifiée.

b Comme z € R(A), il existe X; € R™ avec ||X;| = 1 tel que # =' X;AX;. On sait que l'on peut
compléter X; en (Xi,...,X,,) formant une b.o.n. de R™. Notons @; la matrice dont les colonnes sont les X :
Q1 est la matrice de passage de la base canonique a la base (X1,...,X,,) et est orthogonale (car les bases sont
orthonormées). Notons A’ =! Q1 AQ; = Q7 'AQ;. D’apres les calculs explicités en 1.B, et comme Qre; = X1,
on a

al171 =t €1A/61 =t (Qlel)A(Qlel)tXlAXl =X

t{Q1AQ a donc bien la forme voulue.

c Si A est symétrique alors {Q; AQ; V'est aussi et donc B lest.

d Q; étant orthogonale, 'Q; = Q;*. La trace étant un invariant de similitude, on a ainsi tr(*Q,AQ;) =
tr(A).

e Montrons par récurrence que la propriété H,, : si A € S, (R) vérifie (C;) alors A verifie Cy est vraie
pour tout n > 1.

- Initialisation : tout élément de My (R) vérifiant (Cy) et (Cy), Hy est vraie de fagon immédiate.

- Hérédité : soit n > 2 tel que Hy,...,H,_; soient vraie. Soit A € S, (R) vérifiant (C7). Les questions
précédentes appliquées avec x = tr(A) (qui est dans R(A) puisque A vérifie (C)) donnent des matrices
Q1,B,L,C. B est alors une matrice symétrique de trace nulle (puisque z + tr(B) = tr(*Q14Q;) =
tr(A) = z). D’apres la question I.D, 0 € R(B) et B vérifie donc (Cy). Par 'hypothese au rang n — 1, il

existe Q4 € O,_1(R) telle que la diagonale de Q5 BQY soit nulle. Posons Qo = (é QO,Q) ; Q2 € O,(R)

(Q5Q2 =1I,,) et
o (1 0 e L\ (1 0\ [ =z LQs5
Q2 Q1AQ1Q: = <0 tQ/2> <C B) <0 le) - <tQ’QC tQ’QB2Q’2>

Cette matrice a pour diagonale (tr(A),0,...,0) et @1Q2 € O,(R) (car O,(R) est un groupe). A vérifie
donc (C2) et H,, est prouvée.



