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Corrigé de devoir non surveillé
Polynémes de Chebychev (d’aprés E3A PC 2005)

Partie A — Etude de la suite des polynémes (T},)

A1 Ty(X) = 2X2 —1]et | T5(X) = 4X? — 3X |

A.2 Montrons par récurrence sur m que ‘ T, est de degré m, de coefficient dominant 2™~ ! si m > 1 ‘ et vé-

rifiant de plus T;,,(—X) = (—1)"T,,,(X), ce qui entraine que ‘ T,, a la parité de m ‘ C’est vérifié pour m =1 et

m = 2. Soit m > 2. Supposons la propriété vraie pour m — 1 et m. De T}, 41(X) = 2XT,,(X) — T),—1(X) on
déduit, puisque deg(Ti,—1) =m — 1 <m+ 1 = deg(XT},), que Ty,+1 est de degré m + 1 et que son coefficient
dominant est 2. De plus, Tp11(—=X) = —2XTy,(=X) — Tpo1(—=X) = (=1)"*T,,,11(X). La propriété est
vraie au rang m + 1, elle est donc vraie pour tout m.

A.3 La famille (Ty, T4, ...,Ty) est une famille libre (car & degrés échelonnés) de n + 1 vecteurs de R, [X],
espace vectoriel de dimension n + 1 : ’ (To, Ty, ..., Tp,) est donc une base de R, [X]. ‘

A4

a On montre par récurrence sur n que ‘ T, (cosx) = cos(nx) ‘ (pour tout réel x). C’est vérifié pour n = 0 et

n = 1. Soit n € N*. Supposons la propriété vraie pour n—1 et n. De cos(nx + )+ cos(nz —x) = 2 cos(nx) cos(x)
on déduit cos(nx + x) = 2 cos(z)Ty,(cosx) — Tp,—1(cosz) d’olt cos(nx + ) = T,41(cos z). La propriété est vraie

pour n + 1, elle est donc vraie pour tout n. La propriété ‘ T, (chz) = ch(nx) ‘ (pour tout réel x) se démontre de

la méme fagon en remplagant cos par ch.

b Si |u| <1 il existe z tel que u = cos(x) donc |T),(u)| = |Tn(cosx)| = |cos(nz)] <1: ||T,(u)| <1

c Siu > 1il existe z > 0 tel que u = ch(z) donc |Ty,(u)| = |T,(ch(x))| = ch(na) > 1 puisque nx > 0 :
[T (u)| > 1.

dSiu<-1,—u>1donc|T,(u)|=|(-1)"T(—u)| = |Tn(—uw)| >1: ||Th(u)]>1.

A5
a Soit = € [0, 7).
Tp(cos(z)) =0 cos(nz) =0 & nxe § + 1 & re g + [

x € [0, ] vérifie donc T, (cos(x)) = 0 si et seulement si il existe k € [[0,n — 1] tel que z = 2Etiq,

b Les nombres cos(zg—#w) pour 0 < k < n—1 sont distincts deux a deux et compris entre —1 et 1 puisque

cos est une bijection de [0, 7] sur [—1,1]. ‘ T,, a donc n racines distinctes dans [—1, 1] ‘ Il n’a pas d’autres racines

puisqu’il est de degré n.
e|T, =2""" [}y (X — cos (%in)).

Partie B — Etude d’un produit scalaire sur R[X]

B.1 L’application qui & (P, Q) associe < P,Q >= foﬂ P(cosx)Q(cosx)dz est clairement une forme bili-
néaire symétrique. Elle est positive car < P, P >= fOW(P(cos r))2dz > 0. Elle est définie puisque < P, P >=
Jo (P(cosz))?dz = 0 entraine par continuité de P et cos que P(cosz) = 0 sur [0, 7] ; P a une infinité de racines,
c’est donc le polynéme nul.

‘L’application considérée définit donc bien un produit scalaire sur R[X]. ‘

B.2




a En effet, on peut écrire puisque p # q et p # —q :

<T,T,> = /Tp(cosx)Tq(cosx)dx:/ cos(pz) cos(qx)dx
0 0

= /OTr cos((p + q)x) + cos((p — q)x)dx

[sin((p +q)z) N sin((p — Q>$)]7T —0
p+q p—q

N~ N~

0
b < Ty, Ty >=met pourn >1:

< T, Tn >= [y (cos(nz))?dz = 5 [} (cos(2nz) + 1)dz = 3 [% + x}o =

‘<T0,T0> met <T,,T, >= ‘

c T, est orthogonal & tous 1eb polynémes Ty, pour 0 < k < n — 1 qui forment une base de R,,_1[X] ,

‘ il est donc orthogonal a ce sous-espace. ‘

d Pour n > 1, T,, = 2" 1X" + Q avec deg(Q) < n — 1; Q est donc orthogonal & T, et par suite
< To, T, >=< T,,2"1X" > d'on < T, X" >= 2%1 < Tn, Ty >= 5. C’est vrai aussi pour n = 0 car
< Ty, 1 >=m.

‘< T, X" >= 2—‘

B.3 ’ La base (T, T1, ..., Ty) est orthogonale ‘ puisque < T, T, >=0sip # q.

Partie C — Calcul exact d’une intégrale

C.1
a‘cozzzzllzn.‘

. igm Y . i .
b Zzzl(e”i)k*e”’gze”iﬁ puisque €Y% # 1 pour 1 < j<n—1.
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c ¢; est la partie réelle de > 7' e =e Y )y, eFn =¢lz

qui est imaginaire pur, donc
C.2
a I(T, ) <Tp,To>:7rSip Oet 0sip>0.
Sn(Tp) = T30 Tp(cos(xy)) = 30 cos(pry) = T Aot Sy (T)) =msip=0et 0si0<p<n—1. On
a donc pour tout p € {0,..,n — 1} ,‘ I(T,) :Sn(Tp).‘

b I et S,, sont clairement des formes linéaires sur R,,_1[X] ; comme elles coincident sur la base (Ty, T4, ..., Trn—1),

‘ elles sont égales. ‘

C.3
aSiQ #0, deg(QT,) > n alors que deg(R) < n — 1; par suite, deg(QT),,) = deg(P) < 2n — 1 donc

|deg(@) <n— 1]
b I(P) =I1(QT,)+I(R) =< Q,T,, > +I(R) = 0+I(R) = I(R) car T, est orthogonal a Q :| I(P) = I(R).

¢ Su(P) = Sn(QTy) + Sn(R) avec Sp(QTy,) = T3 1  Q(cos(zk))Tn(cos(x)) = 0 puisque les cos(zy)
sont les racines de T,,. On a donc S, (P) = S, (R) d’ou pour P € Ry, 1[X] , I(P) = I(R) = S,(R) = S.(P)

(car R € Ry,_1[X]) : [ I(P) = Sn(P).
C.4 I(Tz,) =< To,,To >=0carn > 1.

Sn(Tan) = Zk 1 Ton(cos(zy)) = Zk: 1 cos(2nay) = Zk 1(-1) = —m
On en déduit que ‘ I(P) = S,,(P) n’est pas vérifié pour un polyndéme de degré 2n. ‘

Partie D — Calcul approché d’une intégrale

D.1 On choisit a = 0, b = 7 et la fonction f o cos qui est continue sur [0,7]. Avec p = n et ¢y = Tpy1 =

2ty € [Eq, EEL7] on obtient par le théoréme des sommes de Riemann :| lim S, (f) = [ f(cost)dt = I(f).

n——+oo




D.2

af(t) =In((a—t)2+1—1t2) avec (a—t)? >0et1—t>>0pourt € —1,1[;pourt =1, (a —
1)2 > 0et pour t = =1, (a+ 1) > 0. f est donc définie sur [—1,1] et continue par continuité de In.
‘ On peut donc appliquer le résultat du D.1. ‘
b
1 2n

22 = 1 ez = e@Dis — 5 avec 1 < k < 2n. Puisque Z, = e~ 2k Dizh = o((4n—2k+1)igh — Zon—k+1

on déduit z; = 29, , ..., Zn = 2p+1 donc les racines (2n)°™M€5 de -1 sont :‘ eiT1 el gltn oTiT1 p=ily o=iTn

2. | X2 41 =[I_, ((X — eir)(X —eior)).
3. (X —

er) (X — e~ k) = X2 — 2cos(xx) X + 1 est un polynome irréductible sur R[X] car ses racines e’®*
et e~ ™% ne sont pas réelles puisque zy, ¢ 7Z. ’ On obtient bien la factorisation proposée. ‘

Su(f) = Z> 41 In(a® — 2acos(zx) + 1) = ZIn[];_; (a* — 2acos(wx) + 1) = T In(a®" +1).
: n

c Sia €)0,1], lim a®" = 0 dou I(f) = Jim Su(f) =0.Sia>1,8,(f) = ZIn@®(1+ &)
2rIna+ Z1n(1 4 —3=). On en déduit I(f) = lirf Sp(f) =2rlna.
N +00

a2n

‘Si a €]0,1[ (resp. si a > 1), alors I(f) =0 (resp. I(f) = 2nlun(a)). ‘

d Sia €)0,1[, Su(f) — I(f) = Su(f) ~ Za*" puisque In(1 + x) ~ 2 au voisinage de 0. Sia > 1,
Su(f) = I1(f) = 7 In(1 + =) ~ 5%

na2n*

Si a €]0,1[ (vesp. a > 1), alors S, (f) — I(f) ~ Za*" (vesp. S, (f) — I(f)

na2n/*




