DM de MPSI2

Corrigé de devoir non surveillé
Développement limité de la fonction tangente

1 L’ensemble des réels z tels que tan(z) et tan(2x) soient bien définis est

R () u(i+57)

Lorsque tan(x) et tan(2x) sont bien définis :

2t
tan(2z) = L(Qx)
1 — tan®(x)
2 La fonction tangente est impaire et de classe C* sur | — 7, 7] : elle admet donc un DLg(0), dont la partie

réguliere est impaire. Comme en outre tan’(0) = 1+ tan?(0) = 1, le terme linéaire de cette partie réguliere est

X ‘il existe des réels az et as tels que tan(z) = = + az2® + asz® + 0o (2°). ‘

3 Au voisinage de 0, nous avons tan(2x)(1 — tan?(z)) = 2tan(x) ce qui permet d’écrire :
(22 + 8azx® + 32a52° + o(2%)) (1 — (z + az2® + asx® + 09(29))?) = 22 + 2az2® + 2a52° + 0y (2°),

d’ott les relations 8az — 2 = 2a3 et 3205 — 8z — 4az = 2a5 (en égalant les termes en 22, puis les termes en %)

ce qui conduit a | ag = é et as = =.
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4 On part de
3 ab 6
arctan(z) = x — 3 + = + oo (z®).
En écrivant tanoarctan = Idg, on a :
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d’ou les relations .
—=+a3=0 et - —az+as=0,
3 3 5 3 5

puis 013:% et a5=1—25.

Remarque : cette méthode se justifie par le fait qu’on développe bien plus facilement arctan que tan en 0 (en
combinant intégration, composition & droite par un mondme, et développement connu).

Remarque : pour calculer un développement de f~! & partir de celui de f par cette méthode, on utilise plus
volontiers la relation f~' o f = Id que f o f~! = Id, puisque dans la seconde, on obtient des relations non
linéaires.

5 La fonction tan’, de classe C* au voisinage de 0, admet un DL5(0), donné par
tan’(z) = 1+ 3azz? + 5asz® + o ().
La relation tan’ = 1 + tan? prouve donc que
1+ 3as2?® 4+ Sasz? + og(z®) =1+ (:c + agz® + 00(x4))2 ,

d’ou les relations
30[3 =1 et 50[5 = 20[37

puis, & nouveau, les valeurs déja trouvées.



