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Corrigé de devoir non surveillé

Probleme — Une équation différentielle d’ordre 2 a coefficients non constants

Partie A — Préliminaires

A.1 Dans une phase d’analyse, on suppose 'existence de tels réels a, b, c. Pour trouver a, on multiplie la
relation voulue par z, et on fait tendre x vers 0, obtenant a = —1. De méme, on obtient b = ¢ = 2.
Dans une phase de synthese, on vérifie que ces choix de a, b et ¢ conviennent.

Partie B — Résolution de H

B.1 fj est bien siir deux fois dérivable sur R, fi(xz) =1 et f{/(x) = 0 pour tout réel z. On a donc bien

(2% = 2) 3 (2) + (z + 1) fy (@) = folz) =0,

pour tout réel x : ’ fo est solution de H sur R. ‘

B.2
a On a employé cette méthode pour trouver une solution particuliere d’une équation différentielle linéaire
d’ordre 1 sans probléeme de raccord, et, surtout, pour résoudre dans le cas complexe les équations différentielles
linéaires homogenes d’ordre 2 & coefficients constants.
b f est bien stur deux fois dérivable, et, pour tout = € I :

f'(@) = C'()(x + 1) + C(a), f'(z) = C"(x)(x + 1) + 20" (z) (z + 1),
et donc
(@? = 2)f" (@) + (z + 1) f'(2) = f(2) = (2° = 2)C"(2) + (32 + 1)C'(w).
f est donc solution de H si et seulement si C” est solution (sur I) de
(H) : (2% —2)y + B2+ 1)y =0.
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c Grace aux préliminaires, une primitive sur I de x —

de H' sur I est donc : -

T )\7@2 —1y

ou A décrit R.
—1

d Soit A € R. Les primitives de = +> )\ﬁ sur I sont les fonctions x > /\m + u, ou p décrit
R, donc la solution générale de H sur I est x — (2(;2711) + ,u) (x+1), ou A et p décrivent R, ou encore, plus

simplement

A
A 1
v —— e+ 1),

ou A et u parcourent R.

B.3 Supposons disposer d’une solution f de H sur I : ses restrictions respectives a J; et J, sont des solutions
de H sur ces intervalles : d’apres la question précédente, il existe donc des réels Ay, p1, A2, po, tels que, pour
tout ¢ € {1,2}, tout = € J;, on ait :

by
T) = (x4 1).
f@) = =2 (e + 1)

La continuité en —1 impose Ay = A2 (et f(—1) = —)\1/2), la dérivabilité en —1 entraine alors p; = ps : ceci
montre Pexistence de réels A et p tels que, pour tout z € I : f(z) = Til + p(x +1).



Réciproquement, on vérifie aisément que les fonctions de cette forme sont solutions de £ sur [.
Les solutions de £ sur I; sont les fonctions de la forme

A
A 1
v —— e+ 1),

ou A et u parcourent R.

B.4 Supposons disposer d'une solution f de H sur R. Gréace aux études précédentes, pour tout ¢ € {1,2, 3},
la restriction de f a I; est de la forme z — 1:>\—il + pi(xz + 1), pour certains réels \; et p;. La continuité en 1
impose Ay = A3 = 0, et la dérivabilité en ce point impose o = ug : la restriction de f a Ry est donc de la forme
x +— p(x+1). La continuité en 0 donne —A; 4+ p1 = p, la dérivabilité en ce point n’impose rien de plus, mais la
dérivabilité & I'ordre deux en ce point conduit & —2A; = 0.

La fonction f est donc de la forme z — p(z + 1).

La réciproque étant claire, les solutions sur R de #H sont les fonctions de la forme x +— p(z + 1), ot p décrit

R.

Partie C — Probléme de Cauchy pour H

C.1 Soit A,z € R, f la fonction définie sur I par f(z) = -7 + p(z + 1) (nous décrivons ainsi la solution
générale de H sur I). Le déterminant
#,11 (zo +1)

NG
étant non nul (il vaut 2z¢/(zo — 1)?), il existe un unique couple (X, u) de réels tel que f(zo) = yo et f'(z0) = vb-
D’apres la résolution de H sur I effectuée en B.2.d et B.3, on en déduit qu’il existe une unique solution f de H
sur I telle que f(xo) = yo et f/'(zo) = yi-

C.2

a D’apres la résolution de H sur R (effectuée en B.4), le probleme de Cauchy associé & H (sur R) et les
conditions initiales y(1) = 1 et y’(1) = 0 par exemple n’a pas de solution.

b Un tel probleme ne peut pas admettre plusieurs solutions : le seul point commun a deux courbes
intégrales de H (sur R) est (—1,0). Un probleme de Cauchy admettant plusieurs solutions doit donc comprendre
la condition initiale y(—1) = 0. La condition initiale supplémentaire y’(—1) = y, (donnant la tangente de cette
courbe en 'origine) fait que ce probléeme admet une unique solution, & savoir z — yj(z + 1).

Partie D — Résolution de &€

D.1 Soit ¢ : I - R, deux fois dérivable. ¢ est solution de & si et seulement si, pour tout point x de I :
(2% = 2)¢" (z) + (z + 1)¢' (z) — ¢(z) = é(2),
soit encore, ¢y étant solution de &,
(2% = 2)¢" (z) + (z + 1) (2) — ¢(z) = (2* — )¢ () + (x + 1) (2) — bo (),

soit aussi

(2% = 2)(¢ = ¢0)"(2) + (z +1)(¢ — do)'(z) — (& — ¢o)(x) = 0.

‘ ¢ est solution de £ si et seulement si ¢ est solution de H. ‘

D.2 La fonction constante de valeur —1 est solution (évidente) de € sur R, donc sur tout intervalle.
La solution générale de & sur I (resp. R) est donc z — —1+ 2= + p(z + 1) (vesp. x — p(z + 1)), olt A et p
décrivent R (resp. p décrit R).
D.3 1l suffit de prendre (comme on 'a déja fait) | f1 : z +— ﬁ
D4
a g est deux fois dérivable sur I, et, pour tout point = de I :

g'(z) = Cy(@) fo(x) + Co(2) fo(x) + Ci(2) fi(z) + C1(2) fi(x) = Co(x) fo(x) + C1(2) fi (),
grace a la relation R, puis

9" (@) = Co(@) [ (x) + Co () fo (@) + Cr(2) f1'(x) + C1 (@) f1 (),



et nous obtenons enfin

(2% = 2)g"(2) + (2 + 1)g' () — g(x) = (2 — 2)(Cj(2) fo () + C () fi (2)),

de sorte que g est solution de & si et seulement si, pour tout point « de I :

(Ra) : Chla)fylw) + Chw)fi(w) = )

x2

_x'

b Grace aux relations R et Rs, on constate que g est solution de & si et seulement si Cjy est une primitive
. (12
de hg 1z — ‘;&Q ,et Cp est une primitive de h; : x +— d@)(1=27)

212
D.5 Les primitives de hg sur I sont les fonctions x > %ln |z] + A, ou A décrit R. Les primitives de hq sont

les fonctions z +— %ln |z| — % + p, ot v décrit R. L’ensemble Sg 1 des solutions sur I de & est donc :

f I - R () € B?)
1n|z _a? ’ y b € )
e oo S+ 1)+ 2D e 1)
soit encore, plus agréablement :

{f: I - R
z2 In |z]
xr

,(\ ) €R?) .
2(1—1)+)\(x+1)+ﬁ ) )}




