DM de MPSI2

Corrigé de devoir non surveillé

Résolution d’une équation du troisieme degré

a Soit a un réel, Q = P(X +«). On a :

Q(X) =X+ X?(Ba+a)+X (3¢ + 2aa + b) + &® + aa® + ba + ¢,

a
donc |le choix @ = ~3 convient | (et c’est le seul).

b Par simple calcul, on trouve :

_ a® ¢ _ 2a3 ab
S
2
a Soit w un nombre complexe. w est racine au moins double de @ si et seulement si Q (w) = Q' (w) =0,

soit

3w +p=0

{ wWwHwp+qg=0
soit encore
p = —3w?

{ g=2w?
soit enfin

4p 4+ 2742 =0

w?=—-p/3

wd = q/2

Une condition nécessaire est donc 4p> 4 27¢% = 0.

Supposons, réciproquement, que 4p® 4+ 27¢ = 0.

Les racines carrées de —p/3 sont les racines sixiemes réelles de (—p/3)3(= (¢/2)?), donc w = {/q/2 est I'une
d’entre elles. Pour cette valeur de w, on a bien w? = —p/3 et w® = ¢/2.

Par conséquent, () possede au moins une racine double si et seulement si ‘ 4p3 +27¢% = 0. ‘

b On a vu que, dans ce cas, w = {/q/2 était une racine au moins double de Q.
En considérant le terme de degré 2 dans @), on constate que la somme de ses racines est nulle, et donc les

solutions de @ sont ¢/q/2 et —2¢/q/2.
3
a Raisonnons par analyse-synthese .
Analyse : supposons que : x = u + v avec u,v complexes tels que : 3uv + p = 0. Dans ce cas, u et v sont

2 p
=0.
Tz 3

Synthese : réciproquement, d’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, 1’équation z

solutions complexes u et v, telles que : u +v =z et uv = —B.

3

solutions de I'équation : z

2 —xz—g = 0 admet deux

Un tel couple (u,v) existe donc bien.

b Supposons que 23 = —px — ¢. On obtient, en remplacant x par u + v, que :

u? 4+ v® + 3uv(u+v) +p(utv)+¢=0,

3

donc que u? + v3 = —¢q (puisque 3uv +p = 0). Or u3v? = 712)—7 (pour la méme raison), donc u? et v® sont les
solutions z1 et zo de ’équation :
3
2 p
*x) 1z z——=0.
(%) taz - oo

1. méme si ici, seule la synthése importe



1
c Le discriminant de cette équation vaut : A = 77 (4p3 + 27q2).
—q+ VA —q— VA
———— etz = ———.
P 2 2
Comme uv = —= est réel, on en déduit que les solutions de (¢’) (qui sont au nombre de trois) sont, en notant

a= Yz et B= Yz

Premier cas : 4p3 + 27¢® > 0. L’équation x admet deux racines réelles z; =

o+ B,aj + 55, af* + 5.

. . . . ) —q+ivV—-A
Second cas : 4p® 4 27¢% < 0. L’équation * admet deux solutions complexes conjuguées z; = qf

—q—iV-A L . (o ;
et 2o = — s Ecrivons z; sous forme trigonométrique : z; = |zl|e“".

Comme uv est réel, les solutions de (') sont, en notant a = ¢/[z1[e??/3 et B = ¢/|z1]e /3 = a :

la+ B, 04 + 8%, aj® + Bj. |

d Les racines sont toutes réelles dans le dernier cas puisque 8 = @. Elles ne le sont pas dans le premier
cas (si elles I'étaient, alors aj + 342 serait racine au moins double, puisque égale & aj? + (7).

‘Les racines sont toutes réelles si et seulement si 4p> + 27¢* < 0. ‘

Une étude élémentaire de la fonction = — Q(x) permet de constater que () admet trois racines réelles
distinctes si et seulement si (p < 0 et) Q(—+/—p/3)Q(v/—p/3) <0, soit

p [ p P p [ p P
(3\/ 3\ 3p+q)< sV 73Ty 3p+q)<0’
p [ p p [ p
ot /L of /L
( ’ 3+q)(3,/ 3—|—q><0,

4p® + 274> < 0.

soit encore

soit enfin 2

On retrouve bien la seconde situation.

4 Dans ce cas particulier, et en conservant les notations précédentes, a = —3,b= -3, c=—-1,a=1,p = —6,
q= —6.

L’équation (') s’écrit 3 — 62 — 6 = 0. On a 4p> +27¢*> > 0, 21 =4 et zp = 2.

Les racines de (¢) sont donc v/4 + /2, ¥/4j + /252, /452 + /24, et celles de (e) sont :

1+ VA + V2,14 Vaj + V252, 1+ V452 + V25

2. Sidp3 +27¢%2 < 0, alors p < 0



