DM de MPSI2

Corrigé de devoir non surveillé

Probléeme — Endomorphismes vérifiant u? = ku

Partie A — Généralités

Al
a L’existence est assurée par la définition d’une homothétie. Si f admet A et p pour rapports, alors
Ae = pe, puis (A — p)e = 0. Comme E n’est pas réduit a son vecteur nul, e # 0, donc A — p = 0 : I'unicité est
montrée. 1
b Si le rapport A de f n’est pas nul, alors f admet —e pour inverse. Si A = 0, alors f est nulle, donc non
inversible (car E n’est pas réduit a son vecteur nul).

A.2
a Si u est inversible, u est alors I’homothétie de rapport k sur E. Réciproquement, cette homothétie est
bien élément de Ag. A admet un élément inversible si et seulement si k # 0, et cet élément est, le cas échéant,
I’homothétie de rapport k.

b Si z = u(y) € Imu, alors u(z) = u(u(y)) = ku(y) = kx.
¢ Un élément x commun & Su et Ker u vérifie u(z) = 0 et u(x) = kx. Sik # 0, on a donc Ker unNSu = {0}.
De plus, tout vecteur x de E peut s’écrire © = (z — %u(x) + %u(x), donc comme somme d'un vecteur de Keru

(& savoir z — u(z)) et d’un vecteur de Imu (& savoir +u(z)) : Ker u et Su sont des sous-espaces supplémentaires

dans FE. Si k=0, on a bien str Su C Ker u.
Partic B — Eléments de A; commutant

B.1 Si uv + vu = 0, alors kuv + vou = 0, uou + kvu = 0 (en composant & gauche puis & droite par u).
Comme k # 0, on en déduit facilement que uv = vu = 0.

B.2

au+uv € Ay siet seulement si (u+ v)? = k(u +v), i.e. uv + vu = 0, soit encore uv = vu = 0 d’apres la
question précédente (I'implication (uv = vu = 0) = uv + vu = 0 étant évidente).

b Bien str, Im(u + v) C Imu + Imv. Pour 'inclusion inverse, remarquons que si x = u(y) € Imwu, alors
z = 1(u+v)(u(y)) € Im(u+ v), donc Imu C Im(u + v). De méme, Imv C Im(u + v), et donc Imu + Imv C
Im(u + v).

¢ Bien siir, Ker uNKer v C Ker(u + v). Pour linclusion inverse, remarquons que si & € Ker(u + v), alors
en composant & gauche par u, on a ku(x) = 0 et donc, puisque k # 0, x € Keru. De méme z € Kerwv, donc
Ker(u + v) C Keru N Kerov.

B.3 Si uv = vu, alors (uv)? = uvuv = u?v? = k?uv appartient & 'ensemble Ajz.

On a évidemment Imuv C Imu et Imuv C Im v (puisque uv = vu) donc Imuv C ImuNImw. Six = u(y) =
v(z) € ImuNImw, alors kz = u(zr) = wv(z). Puisque k # 0, x € Imuv : ImuNImv C Imuw.

On a évidemment Kerv C Keruv et Keru C Keruv (puisque uwv = vu), donc Keru + Kerv C Keruwv. Si

z € Kerwv, alors © = (z — zu(w)) + 1u(z), ot z — 1u(z) € Keru et zu(x) € Kerv : Keruv C Keru + Kerv.
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Partie C — Celle du milieu

C.1 Soit A\ et p deux réels tels que Af + pue = 0. Par hypothese, f n’est pas une homothétie, ce qui force
A =0, ce qui laisse pe = 0, donc p = 0 (car e # 0).
C.2 f — de € A si et seulement si

f2=2Xf+Ne=k(f - Xe)



ie. f2—(2X+k)f + (A% 4+ k)X)e = 0, soit encore (puisque f2 — af 4+ be = 0) :
(a— A+ E)f+ (AN +kA—b)e=0
i.e., puisque f et e sont linéairement indépendants :

a=22+ketb=X+k\
soit enfin :

M _ad+b=0et k=a—2\

C.3 Le polynéme X2 — aX + b admet deux racines réelles distinctes si et seulement si son discriminant

a® — 4b est strictement positif : v et v comme dans I’énoncé existent si et seulement si a? — 4b > 0. Les racines
)\1 et )\2 vérifient )\1 + )\2 =aet )\1)\2 =b.

C.4 Bien entendu, u et v commutent (puisque ce sont des polynémes en f), et donc uv = vu = 0.

C.5 On peut raisonner par récurrence, mais aussi utiliser la formule du binéme de Newton. On a

_)\1’0—)\2’LL
f= AL — A2

(si on ne « voit » pas cette formule, ’énoncé nous la donne en prenant p = 1).
1 -1 N ca
Comme uv = vu = 0, (et uP = kY™ "u, vP = k5~ "v) on a d’apres la formule du binome de Newton :

D _ )\1 b kpfl _)‘2 P kp71
P=lon) = vty e

Remarquons que kaoA; = A1(a — 2X2) = A1 (A1 — A\2) et de méme k1 A2 = A2(Ay — Ap), et donc

1 AP A AP — AN
P APy — M\Pqy) = 2L 2 271 112
! AI—AQ( 0= Aou) N — Ay Xy — M\

C.6 Si b # 0, alors f est inversible d’inverse —%(f —ae). Si b= 0, f inversible entrainerait f = ae, ce qui

n’est pas. f est donc inversible si et seulement si b # 0, son inverse valant alors —%( f—ae).

Partie D — Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

D.1

a Siu et v’ sont deux suites réelles, A et A’ deux réels, alors o(Au + Nu') est de terme général Auy41 +
Nuj o, tout comme Ap(u) + N p(u').
 est un endomorphisme.

b ¢ n’est pas injectif, son noyau est ’ensemble des suites nulles & partir du deuxieme terme.

 est surjectif, car une suite réelle quelconque u est 'image par ¢ de la suite (0, ug, w1, - .. ).
c (¢P(u))m = Um-p-
D.2

a Q= Ker(v), ol ¥ = ©? — ap + be.

b On peut montrer a la main que 2 est stable par ¢, mais aussi en remarquant que ¢ et 1) commutent
(puisque ¢ est un polynéme en ), et donc que 2 = Ker(t)) est stable par ¢ (si x € Ker(), alors ¢(p(z)) =
¢(¢(x)) = 0, donc p(x) € Ker(v).

c f?2 —af + be = 0, puisque Q = Ker(v).

D.3

1 5 1—+/5
a On peut utiliser les questions précédentes : les racines de X2 — X — 1 sont V5 et V5

2
C.5, on a, pour tout n € N
w1 {145\ [1-vB\"
o= (59 (52))

1*2“5 <1, done (155)" o ((155)")
V5

Un équivalent simple de la suite de Fibonacci est donc \% (H

. D’apres

b >1et

1+5
2

n

5 2



Partie E — Exemple fonctionnel

E.1 u est un endomorphisme de E, car égal a la composée miq,. oD, ou D est I'endomorphisme dérivation
+

et m Idgs. I’endomorphisme multiplication par la fonction Id RY (identité de R ).

E.2 F = Ker(u? — ku) est un sous-espace vectoriel de F.
E.3 Pour tout x € R%, tout g € F,

u?(g)(w) = 2%g"(2) + 2g'(x) et ku(g)(z) = kag'(x),
donc F' est I'ensemble des solutions sur R} de I’équation différentielle :
2y’ + (1 —k)y =0.
E.4 L’ensemble des solutions de cette équation différentielle (sur R7) est :
F={zw— X"+ pu, (\ p) € R?}

sik#0, et
F = {z = An(z) + p, (A, p) € R?}

si k=0.



