DM de MPSI2

Devoir non surveillé
Fonctions a variations bornées

Dans ce probleme, sauf mention contraire, n désigne un entier naturel non nul, I désignera un intervalle
d’intérieur non vide, f sera une fonction de I dans R, a et b seront des points de I, avec a < b.

On dit que f est a variations bornées si elle s’écrit comme somme d’une fonction croissante et d’une fonction
décroissante, i.e. s'il existe g, h € R, respectivement croissante et décroissante, telles que f = g + h.

On note VB(I,R) ensemble des fonctions a variations bornées de I dans R.

Soit a,b € I, olt a < b, 0 = () ke[o,p] une subdivision de [a,b]. On pose :

oo f) =D |f(@rr1) = o).
k=0

On dit que f est de longueur bornée sur le segment [a,b] s’il exite A € R tel que, pour toute subdivision o
de [a,b], I(o, f) < A, i.e. I'ensemble {I(o, f), o subdivision de [a,b]} est majoré. Dans ce cas, on note L%(f) la
borne supérieure de cet ensemble :

LY(f) = sup{l(o, f), o subdivision de [a,b]}.
On pose également LE(f) = —L8(f) et L2(f) = 0.

Partie A — Généralités

A.1 Montrer que toute fonction monotone est & variations bornées.

A.2
a Montrer que si f est monotone, alors f est de longueur bornée sur [a,d], et que :

1 (b) = fla)| = Lo (f).

b Montrer que toute fonction lipschitzienne de I dans R est de longueur bornée sur [a, b].
¢ On suppose f de longueur bornée sur [a, b]. Montrer :

() = f(a)l < Le(f)-
A.3 Montrer que VB(I,R) est un sous-espace vectoriel de R, engendré par les fonctions croissantes.
Partie B — Fonctions de longueur bornée

On considere des applications f et g de I dans R, trois éléments a, b et ¢ de I tels que a < ¢ < b.

B.1 Oun suppose f et g de longueur bornée sur [a,b]. Montrer que f + g est de longueur bornée sur [a, b], et
que :
Lo(f +9) < La(f) + La(9)-

B.2 Montrer que f est de longueur bornée sur [a, b] si et seulement si elle lest sur [a, ] et [c, b], et qu’alors :
Ly(f) = L(f) + Le(f)-

On déduit (inutile de le démontrer) de la relation précédente la relation de Chasles suivante, valable pour
tout (a, 8,7) € I? (si f est de longueur bornée) :

L(f) = La(f) + L)



Partie C — Variations bornées vs longueur bornée

C.1 Montrer que si f est a variations bornées sur I, alors elle est de longueur bornée sur tout segment inclus
dans 1.

C.2 Supposons, réciproquement, que f soit de longueur bornée sur tout segment inclus dans I. On choisit
A dans I, et on définit les fonctions g et h de I dans R par, pour tout ¢t € I :

(f(t) = LL(S)) -

DO =

(f@&) +L3(f) et A(t) =

N

g(t) =

Prouver a 'aide de g et h, que f est a variations bornées sur I.
Ainsi, on a démontré que f est a variations bornées sur [ si et seulement si f est de longueur
bornée sur tout segment inclus dans 1.

C.3 Montrer que toute fonction f de classe C! sur I (& valeurs réelles) est & variations bornées.
Partie D — Un exemple de fonction dérivable et bornée mais non a variations bornées

Dans cette partie f désigne la fonction de R dans R, continue en 0 et telle que

Vo eR* f(z) = 2%sin(1/2?).

D.1
a Donner la valeur de f en 0, montrer que f est dérivable sur R, et donner f’(z) pour tout réel .
b La fonction f est-elle de classe C! sur R ?

D.2 On considere la suite de terme général h, = >, + (ou n € N*). Montrer que (h,) diverge et
hy ~ In(n).
Indication : on pourra utiliser, en le justifiant, ’encadrement (pour tout k& € N*) :

1 /’““dt 1
—— < =< -
k+1 ), t Tk

D.3 On considere la suite de terme général v,, = In (jﬁﬂ) (o n € N*¥).

a Montrer : v, ~ ﬁ
b Montrer que la suite de terme général w,, = >_;_, v diverge vers +oo.
Indication : on pourra considérer (en justifiant son existence) un rang N & partir duquel v, >

D.4 On pose, pour n € N* : u,, = \/%

1
4n "

a Etablir :
Un 1 1 2 (477,11)# dt
/ t’cos <t2>’dt>\2f 5
b Montrer
“] 1
lim —lcos | = ||dt = +o0.
x— 0t J, t 12
¢ Montrer

1
li "(t)]dt = +oc.
Jim [ 170l = +o0

d En déduire que f n’est pas de longueur bornée sur [0, 1].



Partie E — Extension au cas des fonctions vectorielles

Dans cette derniére partie, on munit R™ de sa structure euclidienne canonique et de sa norme associée ||-|.
Si ’étudiant le souhaite, il pourra ne traiter que le cas ou n = 2.
Etant donné f € F(I,R"), et une subdivision o = (2)reo,p—17 de [a, b], on pose :

o, f) =D IIf (@ren) = f )] -
k=0

On dit que f est de longueur bornée sur le segment [a,b] sl exite A € R tel que, pour toute subdivision o
de [a,b], [(o, f) < A, i.e. 'ensemble {I(o, f), o subdivision de [a,b]} est majoré. Dans ce cas, on note L(f) la
borne supérieure de cet ensemble :

LY(f) = sup{l(o, f), o subdivision de[a, b]}.

On pose également LE(f) = —L8(f) et LE(f) = 0.
Dans cette partie, on considére deux éléments a et b de I tels que a < b, et f € F(I,R™). Pour i € [[1,n],
on note f; la i-ieme fonction composante de f, de sorte que pour tout ¢t € I :

f@) = (f1(), -, fu (D)

E.1 Montrer que f est de longueur bornée sur [a,b] si et seulement si ses fonctions composantes le sont
(toutes), et qu’alors :

max_L°(f;) < LY(f) < iLZ(fz)
i=1

i€[1,n]

E.2 Soit R un automorphisme orthogonal de R™. Montrer que f est de longueur bornée sur [a,b] si et
seulement si Ro f l'est, et qu’alors :
Lo(Ro f) = L(f).

On peut montrer (inutile de le faire) comme en B.2, que si f est de longueur bornée sur tout segment inclus
dans I, alors on a la relation de Chasles suivante, valable pour tout (a, 3,7v) € I :

L(f) = La(f) + L)

On suppose désormais f de classe C' i.e. toutes ses fonctions composantes le sont.
E.3 Montrer que f est de longueur bornée sur tout segment inclus dans I.
E.4 Soit 7' un endomorphisme de R™. Montrer que T o f est de classe C* sur I, et que (T o f)) =T o f'.

E.5 On définit la fonction w pour z € I, par w(z) = LZ(f) et on consideére ¢ € I.
a Montrer qu’il existe @ € R™ unitaire tel que f'(t) = ||f'(¢)|| @.
b Prouver qu'il existe un automorphisme orthogonal R de R™ tel que :

R(@) = (1,0,...,0).

On pose alors g = Ro f et on écrit g = (g1, .., gn)-
¢ Montrer que ¢ est de classe C' sur I et établir :

@) =IOl et Vie[2n], git)=0.
d Soit v € R* tel que t + v € I. Prouver que :

1 i 1 yiw I~ i
—L7(g) < L) < - DL (90

v
=1

e En déduire que w est dérivable en t et que w’'(t) = || f'(¥)||-
f Etablir

b
LA (f) = / £/l dt.



