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Proposition de correction




Corrigé du probiéme I

1.

Si A4, B et C sont trois matrices de A, (R),

* Avec P=1[, onaAd~Aet~estréflexive.

o Sid~Bilexiste Pde GL,(R)telleque: A=P" B Palors B=(P) . AP ' etB~4
c’est donc que ~ est symétrique.

e Sid~BetB~C,ilexiste Pet Ode GL,(R)tellesque: A=P"' B PetB=0"' . C.Q et
ainsi 4=(Q. P)".C.(Q. P) , Q. P appartenant au groupe GL,(R), c’est donc que 4 ~ C et
~ gst transitive,

. Sid~Bilexiste P de GL,(R) telleque: 4=2P2". B P ctalors

det A =det P~ det B det P =det B.
Par contraposée, deux matrices de déterminants différents ne sont pas semblables.

w est Papplication de Keru'’ vers £ définie par : w(x) = 1’/ (x).
I y=w(x) c’estadire, y =1’ (x).
Alors, u' () =u'Y(x)=0et yekern'.
Conclusion, Imw < kera' .
b. En utilisant le théoréme du rang pour w, dimker#*/ =dimImw + dimkerw.
Or, Imw < keru' et kerw < keru’ ( remarque : on a méme kerw = keru’ ) on en déduit
que : dim(keru"’)<dim(keru') + dim(keru’).

a. Si yelmw, dxekeru

. uestun endomorphisme de £ vérifiant : 1° =0 etrangu=2.

2. De »’ =0 ontire que dimkers® =3 et de rangu =2, dimkeru =1.
Sion utilise la question 3b. pour i=2, j=1,0onadimkers’ 23-1=2.
Si on utilise la question 3b. pour i =1, j =1, onadimkerua® <2.
Conclusion : dimkeru® =2
b. Puisque keru® # E, il existe un vecteur non nul ¢ de £ qui n’est pas dans kerz? et vérifie
donc u*(a)# 0.
Si o u’(a)+PB u(a)+ya=0, en composant par #* ona y=90 puis par u, 8 = 0 et enfin
a =0 car ¢ non nul. La famille (v?(a), u#(a), ) est une base de  car libre formée de 3
vecteurs de E.
-1 1
~1i.

01 0 0
C. Ontrouve facilement: I/ ={0 0 TietV=|0 0
0 00 0 0 0©

- uestun endomorphisme de E vérifiant : »* =0 et rangu =1.

a. St tout vecteur b non nul de £ vérifiait u(b) =0 alors on aurait keru = E ce qui ne va pas
avec dim keru® =2, Alors on peut trouver un vecteur b non nul de £ tel que u(b) 2 0,



b. Si ad+Pu(b)+yc=0, en composant par ¥, o u(h) = Oce qui donne a =0 et comme
(u(b), c)estlibreona B =v =0. La famille (b, (), ¢)) est une base de F car libre formée
de 3 vecteurs de £.

0 0 0 0 0 0
¢. Ontrouve facilement: U'=|1 0 OfetV'=[-1 0 0.
0 0 0 0 0 ¢

6. A~ Tdonc, det 4 =det7 =1+ 0 donc 4 est inversible.

7. Ontrouve N° =0 etensuitede ([, + N)(I, ~-N+N?)=I, ontireque 7' =1, - N+ N’ et
comme P'AP=T, P A" P=T"'=I,-N+N?

8. Si N=0,alors A=/=A"et, 47 ~A.

9. On suppose dans cette question que rang(N)=2. Onpose M = N* - N.
a. Puisque N’ =0 rang(N) =2, d’apres la question 4c. N est semblable & {/et M est

semblable 4 V.
b. Alors on a facilement A7’ semblable & ¥ et donc M> =0 de plus, rang (M) =rang(V)= 2.

¢. Ainsi, M vérifie les hypothéses de la question 4 et on en déduit que M ~ U et comme N~ UJ
par transitivité, M~ N.

d. Alors il existe O de GL,(R) telle que M = Q™' N. Q on en déduit que
L+M=0".(I,+N).Q.
Par ailleurs,ona A~ I, +N et 4™ ~ [, + M.
Conclusion : 4™ ~4.

10.0n suppose dans cette question que rang(N)=1. Onpose M = N* - N .

6 0 ay
Ni=|0 0 O |etcomme rang(N)=1, nécessairement & =0 ou y =0 ainsi, N> =0.
0 0 O

La matrice N vérifie alors la question 5 et N est semblable & {/’ et M est semblablea V7.

Alors M? =0 etrang(M) =1, ainsi la matrice M vérifie alors 1a question S et M~ /" et

comme N ~ U’ par transitivité, M ~ N. On termine comme dans la question 9d.
Conclusion : 4™ ~A4.

1 ¢ ¢
11.Exemple : soit la matrice 4=|0 0 —1}.
0 t 2



Ker(u~id, ) est un espace vectoriel de £ car ¢’est le noyau d’un endomorphisme, il est de
dimension 2 car rang(4—~/,) = 1.

Sionpose v=u—id,,ona va)=0, W(b~c)=0 etonpeutchoisire, =a ete, =b-c,

1 0 0
b. det(e,,e,,c)={0 1 0|#0 ainsi (e, e,, ¢} est une base de k£ et la matrice de u dans
0 -1 1
I 0 0
cettebaseest 7' ={0 1 —l|caru(c)=-b+2c=—¢,+cC.
0 0 1

c. CommeAd~T, onabien 47 ~A4.

12.NON car si on choisit 4 =~/,0ona 47 ~A maisdetd = ~1#detT.

Corrigé du probléme II

. La fonction g: x> —lp— étant décroissante sur I'intervalte [I, + «of, pour tout ¢ € [, k+1],

X
P11 L (ol g !

£ — £ — et en intégrant on a pour tout entier k£ = 1, <
F+D? %k & Be (k+1)?

4 xP kf-‘

On somme les inégalités précédentes pour £ =1 & kX =n -1, on utilise la relation de Chasles et

ontobtient : pour n =2, S, (p)-1< jl";%dxs S,.(p).

. p est un entier naturel non nul.

. 1 % ; x
La fonction g: x> —- est positive sur |'intervalle [l, + oo[, on pose alors F(x) = L Lpdt .
X 4

e 5t p=1, lim F(x)=+w etia fonction x — LP n’est pas intégrable sur ’intervalle

el )

1 =1 et fim Fx) = ——
—— x x—ad

1
p—1
Alors la fonction x - «3; est intégrable sur 'intervalle [f, + oo .

x

. 1 : . :
On conclut que : la fonction x > — est intégrable sur [1, +oof si et seulementsi p>2.
e

=1

. p et n sont deux entiers naturels non nuls et on pose S, (p) = Z——

Kk’



e Sip=1, limr—-l-dx = +00 don¢ la question 2. nous donne lim S,  (p) = +w©.

b o]

s St p22,lim I -—dx =——_ La suite (§,(p)},» €st croissante comme somme de

f—bay

nombres positifs eile est, par la question 2., majorde par 1 +

i donc converge.

Conclusion : la suite (S, (p)),. converge si et seulement si p>2.
On note alors C(p) = HIEQ S,(p).

tl
5

p(t)=*=—— pour f e }0 n] et ¢(0) =
Zmni

« La fonction ¢ est continue pour 7 € 0, x} car quotient de fonctions continues,
™ . g . ;
* sin 575 en (, ainsi lrm‘f}l @(t) = ~1 = ¢(0) et la fonction ¢ est continue en 0.

» Lafonction ¢ estde classe C' pour ¢ e P, 1] car quotient de fonctions de classe C'.

2
{(~1+ i)sini+—1— (¢~ 't—‘--)cos-ﬁr- Lr" +o(t?)
. pUUl’fEh, TE], (D'(f)= pL 2 2 : i 2 . 41:2
2sin?-. LI 1?
5 5 +o(£7})

Ainsi lrinoup' (t) = —2—1—— , on en déduit 4 1z fois que la fonction ¢ est dérivable en 0 avec
= b

1 : ;
¢'(0) = o et que la fonction @' est continue en 0,
T

* Conclusion : la fonction ¢ est de classe C” sur [0, x].

Posons [, = _{ : h(r)cos(k 1) dt.
e - , t . sin(kf)
Par une intégration par parties : u(¢) = A({) > ' (()=—-1 et V(t} = cos(kt), {{) = .
04
Jiy iy G o = [~ DysinCheyde
alf, = k,,ou k_u(; Jsin .

: : : ¢ :
Par une intégration par parties : w(¢)=—-1=>u'(t) = u et v'(t) =sin(ks), (1) =
s T

-1

cos(kt) } «-—I cos(kt)dt = ~—.
i k

a J, = [(i—l)(—
T

Conclusion : 7, = 7:T

on

— cos(kt)
z ot



A ] . hf
n n it itnl)t w272 _ 03 (n+ly SIN—
7. Pomreb,n],Zcos(kr):Re(Z:;’“):e £ - =8 e‘f (e_ f ).z r
k=l k=} l—e eli (e‘*i _eli) Sing
. nt  (n+ix
& sin—cos
Alusi, pour f € b 7:], Zcos(k t)y= 2 2
k=) sin
2
De la formule : sinacosb = %(sin{a +b) +sin{a - b)) on deéduit que
i sin((n+l)t) |
Zcos(k r)=-——r2——5 et A=—,
k=t 2sin — 2

8. La fonction y étant de classe C', on pose M = supi|\p(t)| et M'= [su1:]»|q;'(t)|.
[o.= 9, %

Onpose K, = j: wit)sin((n + %)t) dt et on a, en intégrant par parties :

X

2 1 2 = i
K = =yt +-))| + (¢ +=)t)dt
. 2n+ll: y(t) cos((n 2))]0 2n+1.fo“’(}°°5((” 5¥)
Ainsi, |K,| < —2 (2M+FM‘dth 2_OM+7M') et limK, = 0.
2n+1 0 2n+1

9. S.(2)= Z;:? = kz j :h(r) cos(kt)dt = | ﬂ"h(:)i cos(kt)at = | (:(p(r)sin((n = %):)dr - 0”%h(:)d: ]
=t =1

k=1

Puisque la fonction ¢ est de classe C'sur [0, x], en utilisant la question 12 :
2

52)=1imS,(2) =~ %h(r)a't = %

" (t-x)"
n! '

10.0n pose f,(x) =
a. Parla formule du bindme, x"(1-x)" => C5(-1)*x™* et si on pose pour n <i<2n,
k=0
) 1 2n
¢, =C."(-D)"eZona: f (x) =——Ze,. x
nl i=n
!
b. Sik<nouk>2n, fA0)=0etsi n<k<2n, fH(0)= k—;ek eZ
n!

Par ailleurs en remarquant que £, (x) = f,(1—x),onaque £ (x)=(~1)* f®(1 - x) etainsi,

PO =P 0) ez,

n

11.0n pose £,(x) = "(R™" f() =17 £ ()4 12 f100) ..o+ (-7 S0,



a. De n? =-;i, ona F,(x)=a" f,(x)-a""b fP(x)+a"h? fO%) - +(=1)" £2(x) et

en utilisant ia question 1c. on a que F,{0) et F, (1) sont des entiers.
b. g, (x)=F,"(x)sin(mx) + F,'(x)cos(nx)n — F,'(x) cos(mx)m + =* F (x)sin(mx)

= (F,"(x) + P F(x) Jsin(mx) = 5" £, (x)sin(nx) = na” £, (x)sin(nx).
1

Alors, 4, == Lla” £, (x)sin{mx) dx= [% F(x)sidmx) — £, (x) cos(mx):l =F (0)+ F,(1).

0
Conclusion : pour tout entier naturel »n, 4, est entier.

"

12.0n pose, pour Pentier a de la question précédente, u, = E—I :
n!

i

=—— et donc lim
u n+l u

n "

a.

Al & LT , ainsi pour € = %)0, INeN, vn2N,u,, <%un.

1 o
Pour n> N, u, < (~2~}"‘N u, et par suite lima, =0.

b. limu, =0 ainsi pour a:-;—> 0,3n, €N, Vrzn,,u, <5

C. Commexe[O,l],OstletOSl—xSld’ofl,Osfn(x)s—l‘-.
.
1 . N a”
d. Ona 0< f (x)<— dou OSA,,S_RI a” —sin(rx)dr=2 —,
nl 0l n!

A, #0 car la fonction x = a” f,(x)sin(nx) est continue positive et non identiquement

nulle sur [0, 1].
Pour nzn,, 0 < A4, <1 ce qui est en contradiction avec 4, entier.

L’hypothése n’ =§— ne tient plus et n° est irrationnel.

Conglusion : de n° irrationnel on déduit que £(2) est irrationnel.
e. Le carré d’un rationnel étant un rationnel, x© ne peut étre rationnel.



