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Quelques aspects de la méthode de Newton

Partie A — Résultats généraux et exemples simples

Al1OnaN; iz x— % (sur R*). Pour 29 = 2, 21 = Ny(z1) = 2— 22 =0, et il n’est donc pas possible

de définir x5 : la suite de Newton n’est pas bien définie.

A.2 Un calcul (tres) simple montre que Nexp, = Idr — 1, d.e.
Vo €R, Nexp(z) =20—1
La suite de Newton (x,,) est donc bien définie, arithmétique de raison —1. Son terme général vaut donc
Ty = To — N,

pour tout entier naturel n € N. Une telle suite tend bien stir vers —oo.
Remarque : on aurait aussi pu dire que cette suite était strictement décroissante, et divergente, puisque
l'itératrice Noxp est continue sur R et sans point fixe.

A.3 N, est donnée par
1
Vo eR* Ny(z) = 2%

*

La suite de Newton associée a ¢ et xo est bien définie (R
% €] —1,1[, et tend donc vers 0.
A4
a Ny (1) est bien défini (puisque f'(1) # 0), et N¢(l) =1 — S — | Par ailleurs, puisque f est deux fois
=0.

A _ @2 =f" W f)
derlvable, N}(l) =1- W

Par continuité de N} en [ (valable car f est de classe C?), et comme Ni(l) =0, [N < L au voisinage de 1,

est stable par N,) et géométrique de raison

2
donc Ny est %—lipschitzienne sur un voisinage V de [, que l'on peut supposer étre de la forme |l — ¢,1 + ¢[ pour
un certain € € RY..

Appliquons ce résultat & x € V et [ : nous obtenons

INp(2) ~ 1 = INy(2) = N ()] < gl 11

A.5 Soit g € V. D’apres la relation précédente, on observe que V est stable par N¢. Comme il possede en
outre g, la suite (z,) est bien définie. De plus, pour tout n € N :

1
|Tn1 — U < Slzn — 1,
2
(d’apres la question précédente pour z = x,,), et, par récurrence immédiate
1
|z, — 1| < 2—n|x0 =1,
d’ott le résultat demandé.
Supposons maintenant que g € R, et qu’il existe un entier ny € N tel que (z,, soit bien défini et) appartienne
a V. En appliquant le résultat précédent a la suite de Newton de terme initial x,,, on trouve que la suite de

Newton de terme initial xy est bien définie (x,, est bien défini pour n < ng et pour n > ng), et converge vers I
avec une vitesse au pire géométrique.



Partie B — Bassin immédiat

B.1

a L’ensemble des solutions de 1'équation p(z) =0 est {—1,0, 1}.
3

b Pour tout z tel que p'(x) # 0 (i.e. x ¢ {—%, %}), ona Ny(z)=u0— 35 = %
La fonction p est indéfiniment dérivable sur R (car polynomiale), ses dérivées premiere (z + 322 — 1) et
seconde (x — 6x) sont a valeurs dans R sur [1, +ool.
Soit x > 1. p est convexe sur [1,+o0], et donc p(z') > p(z) + p'(z)(x’ — z) pour tout 2’ > 1. Pour 2’ = 1,
ceci conduit a
0= p(x) +¢'(2)(1 - x),

donc a

Enfin, N,(z) —z = 7527__11 puisque x > 1.
On a bien 1 < N,(z) < 2.
¢ D’apres la question précédente, pour tout xo > 1, la suite de Newton (z,,) est bien définie ([1, +o0[ est
stable par l'itératrice N, et comprend z(), et décroissante. Elle est donc convergente, vers un point fixe de N,

sur [1, +oo[, par continuité : elle converge donc vers 1.

B.2
a Soit x,y € I(0) : il existe des intervalles stylés J, et J,, tels que x € J, et y € Jy,. J, (resp. J,) contient
le segment joignant 0 & x (resp. y), donc J, U J, contient le segment d’extrémités x et y : comme J, UJ, C I(0),
1(0) est convexe, donc un intervalle.
I1(0) est borné puisque majoré % et minoré par —% (sinon, par convexité de I(0), 'un de ces nombres
appartiendrait & I(0)).
Remarque : on aurait aussi pu majorer par 1 et minorer par —1 et utiliser la question précédente.

b Soit zg € I(0), et V =] — ¢, +¢[ comme dans la question A.4. Par convergence de (x,,) vers 0, il existe
un rang ng € N pour lequel z,, €] — 5, 5[. Or z,,, = N]‘?”O (z0), et la fonction N™0 est continue en xq. Par

conséquent, il existe € R% tel que, pour tout yo €]xg — 1, 7o + [, on ait Ny (yo) € V. D’apres A4, la suite
de Newton de terme initial yo converge donc, et Jzo — 1, zo + n[C I(0).
V est donc voisinage de chacun de ses points, i.e. V est ouvert.

c On consideére zo € R. Par imparité de la fonction N,, on montre par une récurrence immédiate que
les suites de Newton de termes initiaux opposés sont opposées. Par conséquent, xo € I(0) si et seulement si
—z0 € I(0), d’ott @ = —0.

d Soit zg € I(0) NRY. Pour tout yo € [0, ], la suite de Newton (y,) associée a yo converge vers 0, donc
la suite de Newton associée & y1 = N,(yo), qui en est extraite, converge également vers 0. Or N, ([0, z¢]) est un
intervalle (car image continue d’un intervalle), et comprend 0 = N,(0) et N,(zo) : il contient donc le segment
d’extrémités 0 et N,(xo). Ainsi, N,(xo) € I(0). Ceci prouve N,([0,5[) C I(0). De méme, ou par imparité de
Ny, Ny(Ja,0]) € I(0).

On a donc bien :

NP(]avﬁ[) C]a7ﬂ[

e Prouvons par exemple que p(3) # 0 : on sait déja que 0 # S. Si p(8) = 0, alors le théoreme de Rolle
appliqué & N, entre 0 et § prouve l'existence de = €]0, 5[C I(0) tel que p’(z) = 0 :  ne peut donc appartenir &
1(0) (la suite de Newton associée n’est méme pas bien définie), ce qui est absurde. De méme p(a) # 0.

Remarque : pour la fonction considérée, on peut aussi simplement remarquer que « et 3 sont différents de
0, —1et 1.
f Prouvons par exemple que p’(5) # 0 :si p'(8) = 0, alors lé{n |N,(x)] = 400, et il existerait donc x € I(0)

tel que N,(x) €] — 0o, —1[U]1, +0o0[ : la suite de Newton de terme initial = convergerait alors vers 1 ou —1, ce
qui est absurde. De méme, p'(a) # 0.

g N, est continue en « et 3, puisque p et p’ le sont (et que p’ ne s’annule pas en ces points). On en déduit
(comme en outre N,(Jo, B]) Cla, B]) que N,(«) € [a, B]. Or N,(c) €], B (sinon « € 1(0)), et N,(cr) # o (par
exemple car le seul point fixe de N, dans | — %, %[ est 0 # «), et il ne reste que la possibilité N,(a) = 5. De
méme (ou par imparité de N,), N,(3) = a.

h Le réel strictement négatif o vérifie donc
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Partie C — la méthode de Newton pour z — 22 4+ 1 conduit au chaos

C.1 N, est définie pour tout réel z non nul, et

Soit xg € R tel que la suite de Newton soit bien définie. Cette suite est nécessairement divergente, puisque pour
tout réel x, N, —Id n’est pas de limite nulle en x. De plus, comme z,, 11 — z, = —i, on a Tpt1 < Zp (resp.
Tpy1 > Tp) si 2, > 0 (vesp. z, < 0). Si par exemple la suite (z,,) tendait vers +oo (autre cas est semblable),
alors elle serait positive a partir d’'un certain rang, donc décroissante a partir d’un certain rang, ce qui est
absurde : la suite de Newton (z,,) est divergente de seconde espece.

C.2Siz = e = ¢ ¢ U\ {1} pour deux réels § et ¢, non multiples entiers de 2, alors cotan($), cotan(%)
existent et sont égaux. En effet, 6 et ' different d’un multiple entier de 27, et la fonction cotangente est définie
sur R\ 7Z et m-périodique. Cette définition est donc licite.

La fonction cotangente définit une bijection de |0, 7[ sur R, et tout nombre complexe de module 1, différent
de 1, admet un unique argument dans U'intervalle ]0, 27[ : la fonction ® définit donc une bijection de U\ {1} sur
R.

Soit z € U\ {—1,1}. Les réels N,(®(z)) et ®(D(z)) sont bien définis, et la formule demandée résulte de

2" cotan(¥%

1 1
V0 eR\7Z, cotan(f) = 3 (Cotan(e) _ )
2

Soit z € U\ {1}. La suite w = ($(D°"(z))) a pour terme inital ®(z), et si son terme de rang n est bien défini
et non nul, alors D°"(z) ¢ {—1,1} et, d’aprés la question précédente,

Ny (wn) = No(B(D7(2)) = ®(D(D(2))) = B(D*"V(2)) = w1,

donc cette suite est d’itératrice IV, .
La suite (®(D°™(z))) est donc bien la suite de Newton associée a ®(z).
Supposons désormais z périodique pour D : soit n € N* tel que z = D°"(z). En appliquant ®, il vient, grace
a ce qui précede
®(z) = (D™ (2)) = N;"(2(2)),

donc ®(z) est périodique pour N, .

C.3
a Soit (k,n) € N x N*| et soit z = 7T, On a alors

L s 27k - 27k 3 . 27k
Don(z) _ 22" _ 6127?7*1271 _ 612,]'71(2"71+1) _ 621’”’612"”7*1 = 2

et z est périodique pour D
b Soit z,y €]0,1[, ot * < y. Soit n € N* tel que
que r <

5 < y — z. Il existe un entier k € [[1,2" — 2] tel

i < y. Ainsi, {575, n € N* Ak € [1,2" — 2]} est dense dans ]0, 7|, donc, par continuité de la
fonction cotangente, 2 = {cotan (%) ,n € N*Ak € [[1,2" — 2]} est dense dans cotan(]0, 7[) = R. Or, d’apres
les questions précédentes, €2 contient ’ensemble des points périodiques pour N, : ce dernier ensemble est donc
lui-méme dense dans R.

C.4 Comme (e%9)? = ¢!(29) on a par récurrence la relation D°"(e!l*fl) = 2" 2" Bl (pour tout entier naturel
n). Or 8 —«a > 0, et il existe donc un entier naturel n pour lequel 2"(8 — «) > 27. Pour un tel n, on a donc
Don(ei]a,ﬁ[) = TU.



