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Corrigé de devoir non surveillé
Sur les nombres complexes

1 Commencgons par nous ramener au cas ou x = 0, en factorisant par e'* :
ev +eY+ef=e"(1+ =) 4 el(z_w)) =0.

Quitte a remplacer y et z par y — x et z — x respectivement (ce qui ne changera rien a la rédaction), on peut
supposer z = 0.
On a deés lors 1 + e + €* = 0. En particulier, sin(y) = —sin(z) donc eV et e'* sont soit conjugués, soit
opposés. Ce dernier cas conduirait a ’absurdité 1 = 0, donc e et €** sont conjugués. Il vient
1+e% +e =0,
soit, en multipliant par e’V : ' '
1+e%+ (e)? =0.
Par conséquent, eV € {j, j2}, olt j = e?™/3_ Quitte & considérer €** plutét que e, on peut supposer que e = j
(et donc e** = j2).
Comme 1+ (e¥)? 4 (e”*)2 =1+ 52+ j* =14 72+ 7 =0, on a bien 1 + €?¥ + ¢2* = 0, ou, en revenant au
cas général, ‘ e 4 2 4 2% = (), ‘
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a Soit p un entier naturel, et 8 un réel non multiple entier de 2.

P 2 ,
S= > ek =0 N %9 Comme 0 ¢ 277, €' # 1, et on peut écrire (& I'aide de la formule de Moivre) :
k=—p k=0
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b Démontrons cette assertion par récurrence, en définissant, pour tout n € N, 'hypothese H,, :

P

Ha): > | D e® ) = > aune™, ot ogn =n+1-1k| (k€ [—n,n])

p=0 \k=— k=—n
Amorcage de la récurrence. Pour n =0, on a

n

p
2 E ezk@ — 2 ezk@ — 160.19

p=0 \k=—p k=-0

Or, par définition, a0 = 1, et Ho est donc bien satisfaite.
Hérédité. Soit n € N. Supposons H,,, et déduisons-en H,, 41 :

n+1 P n P n+1
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p=0 \k=—p p=0 \k=—p k=—(n+1)
n n+1
= Z ak7nem0+ Z e’ (par hypothese )
k=—n k=—(n+1)
n
= Z (akn_|_1)eik9_|_e—i(n+1)(-)_|_ei(n+1)9
k=—n
n+1

k6
= Z k1€ (O (nt1)nt1 = Qnt1)ne1 = 1)
k=—(n+1)



L’hérédité est donc bien prouvée.
On en déduit que H,, est vraie, pour tout n € N*, ce qu’il fallait prouver.
¢ Soit n un entier naturel, et # un réel non multiple entier de 27.

Considérons la somme
n
SI — 2 ei(p—‘r%)@
p=0

Comme e # 1, on a :
i(n+1)0 s (nl
ol DO 1 sin(2F10) intlo

S/ —e'2 - =
e? —1 sin(§)

En égalant les parties imaginaires, il vient :

(LY
pz:sin ((p+;)9) = <§ S(in (29)0» :
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Or

k=—n k=—n
1 - &
= a3 Z Z eth? (d’apres 2)
p=0 \k=-p

_ wgm ((p + ;)9) (dapres 1)
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