DM de MPSI2

Corrigé de devoir non surveillé

Exercice 1 : Polynomes de Bernstein et approximation uniforme

1
a La formule du bin6n|1e donne Zzzlo (a1 —a)F=@+1-2)" =1
Pour k > 1, k(}) = =D = n(3 1)
Donc Y} o k(})z"(1 —2)"F =nz >, (Z?)zk’l(l —z)"*F =nr(z+1-2)""! =nz.
Pour k > 2, k(k — )( ) = Gy 2)7('n mr = n(n — 1)(;*3)
Done Y _ok(k—1)(})aF(1—2)"F =n(n—1)22 > _, (1~ ) =21 -k =nn—-1)2%(z+1—-2)""2 =

2 2_ . L
b (x — %) =22 - Qx% + kn—f + % donne avec la question précédente :

n k 2 1 2 )
Z x—— nxk(l—x)"fk:x2—2x2+u+£=x <
n k n? n n

k=0
2
a Sy(x) < fzkev() P -2 \sz o ()z"(1 =) Zk:ﬁ'
b PourkeWona\f‘m—f‘ >1d0ncf|x—f‘ <n(z-E)"
Par suite, /nSw(z) <nY_, (v — ;)2 (D)a*(1 —z)"F =21 —z) par 1.b
Dot Sw(z) < w(\l/%w).
¢ f(z) ==z(1 — z) a un maximum égal & 1 (o tenu pour x = %)
Donc Sy (x) < ﬁ et S(z) = Sy (z) + Sw(z) <7 4\% 4\/5
3

a L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit : | Y1 _o arbi| < /Dopo @2/ Do p—p b7

Pour a = |z — &| \/(})a* (1 — 2)»~* et by = 1/ (})@*(1 — 2)»~* on obtient :

S(z) <4/ @ (en utilisant 1).

De z(1 — z) < § on déduit S(z) < 2\1/5.

4Pour f(x) = 22 on calcule en écrivant k? = k(k — 1) + k et en utilisant 1.b :
2
Bu(f)(x) = Yp_o 5 (Ma* (1 — 2)" % = L(n(n — 1)2® + nz) = =02 te,

n
Par suite, B,,(f)(z) — 2% = @ d’'ou ||Bu(f) = flloo = 2= puisque 0 < z(1 — 2) < 1, le maximum étant
atteint pour x = %
a Immédiat avec 1.b.
Comme f est de classe C!, elle est §-lipschitzienne sur [0, 1] par Iinégalité des accroissements finis (avec
5= [[flloo)-
Si f est &-lipschitzienne, |f(£) — f(z)| < 6| — 2| dott |B,(f)(z) — f(z)] < 6S(z) < 05

C’est vérifié pour tout x € [0, 1] donc || B, (f) — f|leo <

‘H
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