DM de MPSI2

Corrigé de devoir non surveillé

Réduction et suites récurrentes linéaires

Partie A — Produit de matrices diagonales par blocs

A.1 On peut montrer ce résultat par le calcul, mais aussi en considérant les endomorphismes u et v de R™,
respectivement canoniquement associés a A et a B. Notons B = (e, ..., e,) la base canonique de R™.

On introduit By = (e1,...,¢€p) et Ba = (€py1, ..., €n), E1 = Vect(B1) et Ey = Vect(Bs). Bien sir E; @ Ey =
R™. Clairement, les sous-espaces vectoriels Fj et Es sont stables par u et v. on peut donc définir uq et vy (resp.
ug et v9) les endomorphismes de Ey (resp. Fs) induits par u et v respectivement.

Clairement, Mp, (u1) = A1, Mp,(v1) = B1, Mp,(u2) = Az, Mp,(v2) = Bs. Par conséquent, Mp, (ujvy) =
A1B; et Mp,(usve) = Ay Bs. Cela prouve :

A1B; 0
AB = p,q .
(o M)

A.2 Par une récurrence immédiate, on en déduit, pour tout n € N :
AT 0
A" = 1 p,q
(Oq,p A3

A.3 On peut appliquer le résultat précédent, pour montrer que pour tout n € N :

-3 0 0\" (=3)" 0 0
0 2 1] = 0 27 n2n!
0 0 2 0 0o 2"

Remarque : pour calculer ((2) ;) , on peut :

1. trouver une formule et la montrer par récurrence.
2. utiliser la formule du binéme de Newton.

3. trouver le reste dans la division euclidienne de X™ par (X — 2)%.
Partie B — Calcul de puissances d’une matrice par changement de base

B.1 En utilisant ’algorithme du pivot de Gauss pour le calcul d’inverse (par opérations sur les lignes par

exemple), on constate que P est inversible, ce qui prouve que ‘ B’ est une base de R? |, et fournit :
1 4 -4 1
P t= T
-30 5 5

B.2 D’apres le cours, | B = P~1AP.

B.3 Que ce soit & la main (« court-circuit » ), ou en utilisant la formule de changement de base, on obtient :

-3

0 0
B = 2 1
0 2

0
0




B.4 Pour tout entier naturel n, A» = PB"P~!, d’ou :

4(—=3)" + (21 — 15n)2" —4(=3)" + (8 +5n)2" "t (=3)"+ (-2 +5n)2" !
4(=3)"H 4 (6 — 15n)2" . —4(=3)"*t + (13 +5n)2"  (=3)"*! 4 (34 5n)2”
4(=3)"+2 — (9 + 15n)2"*+2  —4(=3)"+2 4 (18 + 5n)2"+1  (=3)"*+2 + (8 + Hn)2" !

1

An = —
25

Remarque : on passe de la premiere ligne & la deuxiéme (resp. a la troisiéme) en changeant n en n + 1 (resp.
en n + 2). Cette coincidence sera élucidée en C.2.

Partie C — Application a une suite récurrente

C.1 En choisissant , il vient, pour tout n € N :

Up 41 Up,
Un42 | = C Un+1
Un+3 Un+2

C.2 Une récurrence immédiate montre que

Unp uo
n
Up1 | =C" [ ug |,
Un+2 (0

ce qui donne, compte tenu de B.4 (en fait, seul le calcul de la premiere ligne de A™ est intéressant ici) :

Uy = % ((4(=3)" + (21 — 15n)2" Jug + (—4(=3)" + (8 + 5n)2" Nuy + ((—=3)" + (=2 + 5n)2" Hus) .




