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Devoir non surveillé

Probleme — Sous-algebres irréductibles de L(F)

Dans ce probleme, on se donne n € N* et on travaille avec un C-espace vectoriel E de dimension n.

On rappelle qu’'un sous-espace vectoriel F' de F est stable par un endomorphisme f de E si f(F) C F. Par
exemple, pour tout f € L(F), les espaces vectoriels triviaux de E, c’est-a-dire {Og} et F, sont stables par f.

On rappelle quune sous-algébre de L(E) est une partie de L(E) qui en est a la fois un sous-espace vectoriel
et un sous-anneau.

Soit A une partie de £(C™). On dit que A est irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels de C™ stables
par tous les éléments de A sont les sous-espaces vectoriels triviaux {0g} et E.

Partie A —

A.1 Soit f et g deux endomorphismes de E tels que fog = go f. Montrer que Im(f) et ker(f) sont stables
par g.
A.2 On se donne ici une partie irréductible A de £(E). Soit f un endomorphisme de F commutant avec
chaque élément de A.
a Montrer que pour tout A € C, f — Ald g commute avec tout élément de A.
b On admet l'existence de A € C tel que f — AId g ¢ GL(E). Montrer que f = Ald .
On suppose désormais que A est une sous-algebre irréductible de L(E).
A.3
a Soit z € E'\ {Og}. Montrer que {f(z), f € A} = E.
b Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur F, et posons

A ={pof fe A}

Montrer que [\ ker(y)) = {Og}, puis en déduire que A" = E*, ot E* désigne le dual £L(E,C) de E.
PpeA’
Indication : on pourra considérer I'application

A: E — E*
r = (fe f(z)

A.4 On suppose dans cette question que A contient un élément v € L(E) de rang 1. On note y un vecteur
non nul de Im(u).
a Montrer qu’il existe une forme linéaire ¢ sur F telle que

Ve e E, ulx)=¢p)y.
b Soit v un endomorphisme de E de rang 1, z un vecteur non nul de Im(v), et ¢ € E* tels que
VeeE, v(z)=1¢(x)z.

Montrer qu'il existe f € A tel que f(y) = z et qu’il existe g € A tel que po g = 1.
En déduire que v € A.
¢ Conclure que A = L(E).

A.5 Dans cette question, on suppose disposer d’un élément u de A tel que rg(u) > 2.
a Montrer l'existence de x, y € F tels que (u(x), u(y)) soit libre, puis qu’il existe f € A tel que fou(z) = y.
b Vérifier que Im(u) est stable par wo f.
On admet qu’il existe A € C tel que 'endomorphisme ¢ induit par uwo f — AId g sur Im(u) ne soit pas injectif.
Montrer que g # 0, puis que Im(g)) est un sous-espace vectoriel strict de Im(u). En déduire I'existence de v € A
non nul tel que rg(v) < rg(u).

A.6 Déduire de ce qui précede que L(F) est la seule sous-algebre irréductible de L(E).



