DM de MPSI2

Devoir non surveillé

Sous-groupes a un parameétre dans GL(FE) ou F est un plan vectoriel
complexe

E désigne un C-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
On étudie dans ce probleme —et dans des cas restreints— si, pour f € GL(E), il existe un morphisme de
groupes de (R, +) vers GL(F) dont la valeur en 1 est f : on dira alors dans ce cas que f vérifie la propriété K.

Partie A — Préliminaires

On considere deux nombres complexes distincts a et b, ainsi que trois endomorphismes f,p,q de E tels que

Idg = p+ygq
f= ap+bg
2= a’p+bq

On suppose également que f n’est pas une homothétie.
A.1 Calculer (f —ald g) o (f — bId g), et montrer que

E =ker(f —ald g) @ ker(f — bld g).

A.2 Etablir que pog =qop=0, puis que p et g sont des projecteurs non nuls.

A.3 Vérifier que pour tout n € N,
(x) f"=d"p+bq

A.4 On suppose dans cette question a et b non nuls.
a Montrer que la formule (x) reste valable pour tout n € Z\ N.
b Soit o et B des « logarithmes complexes » ! respectifs de a et b, i.e. des nombres complexes tels que
exp(a) = a et exp(f) = b.
Vérifier que
¢ 1z eR— e*p+ePig

est un morphisme de groupes de (R, +) vers (GL(E), -).
Ainsi, ¢ vérifie la propriété K.

Partie B — Sous-groupes a un parametre dans le cas ou E est un plan

On suppose ici que E est de dimension 2, et on se donne f € GL(E).
On appelle valeur propre de f tout scalaire X tel que f — Ald g ne soit pas injectif : ker(f — A\Id g) est alors
non trivial, et ses éléments non nuls sont appelés vecteurs propres de f associés a la valeur propre .
B.1 On suppose que f admet deux valeurs propres distinctes a et b. Trouver des endomorphismes p et g de
E tels que l'on puisse appliquer la partie précédente : f vérifie la propriété K.
On suppose dorénavant que f admet une unique valeur propre A, et on pose g = f —Ald g, et n = dimker(g).
B.2 On suppose que n = 2 : montrer que f vérifie la propriété K.
B.3 On suppose que n = 1.
a Vérifier que g2 = 0.
b Calculer f™ pour tout n € N, puis montrer que f vérifie la propriété K.

1. N’utilisez surtout pas la notation In(z) si z n’est pas un réel strictement positif!



