DM de MPSI2

Devoir non surveillé

Exercice 1 : D’apres E3A PSI 2007

Soit n € N*, et xq, ..., x, des réels deux a deux distincts.
Pour tout k € [[0,n], on considére le polynéme Py défini par :

Pk: ﬁ X—.Z'j.
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1 Pour k et i éléments de [0, n], calculer Py (x;).
2
a Montrer que (P, ..., P,) est un systéme libre de R, [X].
b Que peut-on en déduire ?
3

n
a Soit @ un élément de R, [X]. Démontrer que @ = Z Q(zy) Py
k=0
b Pour m élément de [[1,n]], on pose :

Sm =Y _ xp" Pi(0).
k=0

Montrer que s, = 0.
n
4 Dans cette question, @ est un élément de R[X]. On pose Q1 = Q — Z Q(xg)Py.
k=0
a Démontrer que (Q; admet au moins n + 1 racines réelles distinctes.
n n
On pose $p41 = ZxZHPk(O) et Spq0 = Za:Z“Pk(O).
k=0 k=0
b Montrer que sp1 = (—1)" [T7_o k-

n

c © Calculer s, 2 (exprimer le résultat en fonction de n, de Z xzy et de HZ:O Zk).

k=0
5 Dans cette question, @) est un polynéme unitaire de R,,[X] de degré égal a n.
On suppose de plus que xo, ..., z, sont des entiers relatifs vérifiant xo < x1 < --- < z,.

Pour k élément de [[0,n], on note :
n

ve= [ (ex—=))
j=0
jF#k
a Prouver que : |yi| > kl(n — k)!.
Q(xr)
Yk

=1

b Déduire de 3.a que : Z

k=0
Indication : @) est unitaire.

¢ On définit M par: M = Jmax |Q(xk)]|-

Montrer que M > ;—T'L



