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Formules pour tangente et tangente hyperbolique
Probleme — Formules pour tangente et tangente hyperbolique

Partie A — Formules pour tangente

Al
a Observons déja que |1+ia| = V1 + @?. Notons § = arctan(«). Par définition de la fonction arctangente,

1
ona €] — %, Z[, dolt cos(8) > 0. En outre, cos®(f)

VIta?

1
=TT Irar On a donc cos(B) =
«

Comme sin(8) = tan(8) cos(8), on a sin(f) = Wi Ainsi,
«

1+ia=+v1+a2e”,

donc ’ B = arctan(a) est un argument de 1 + ia. ‘

Si A > 0, un argument de A\(1+ i) est m et si A < 0, un argument de (14 i) est W

Im
b En écrivant z = Re(z) (1 + ZREZ;> (ce que lon peut faire puisque z n’est pas imaginaire pur), et
e(z

) , y . , Im(z) .
en appliquant le résultat obtenu précédemment, on en déduit qu'un argument de z est | arctan Re(2) si
e(z

Re(z) > 0, | arctan <E2E3) + 7| si Re(z) < 0.

A.2
a Un argument de (1+1itan(f)) est arctan(tan(d)) (qui est congru a 6 modulo 7, mais que 'on se gardera

de simplifier en @ ...), donc un argument de (1 + i tan(6))™ est ‘ n arctan(tan(6)). ‘

On suppose (1 + itan(f))™ = P,(tan()) non imaginaire pur.

D’apres A.1.b, un argument de (1 4 7tan(f))™ est arctan (m%) ou arctan (%) + .

En égalant les tangentes des arguments trouvés (et sachant que la fonction tangente est w-périodique), il
vient

_ Im(P,(tan(0)))
tan(nf) = Re(P, (tan(6)))’

pour tout réel 0 tel que tan(f) et tan(n#) soient bien définis.
b Supposons tan(yp) et Fy,(tan(p)) bien définis. Il s’agit de montrer que tan(ny) est bien défini. Or
(1+itan(p))™ n’est pas imaginaire pur (puisque F, (tan(y)) est bien défini), donc son argument n arctan(tan(y))

n’est pas congru a § modulo 7, puis n¢p n’est pas congru & § modulo 7 (arctan(tan(y)) et ¢ sont congrus modulo

m) : tan(ney) est bien défini. D’apres la question précédente, ‘ F, (tan(y)) = tan(ng). ‘

cP5(X)=(1+iX)>=1-10X2+5X*+i(5X —10X3 + X?). Les racines de 1 — 10Y +5Y2 sont 1:|:%.

L’ensemble de définition de F5 est donc | R\ {j:1 /1+£ %} C’est aussi 'ensemble des réels de la forme tan(y),

pour lesquels tan(p) et tan(ne) sont bien définis. C’est donc | R\ {+ tan(7%), + tan(3%

tan({g) est la plus petite racine positive de 1 — 10X?% + 5X4, ainsi :




De plus, pour tout point £ du domaine de définition de Fj :

z(5 — 1022 + %)
F(z) = 1 —10x2 + 5zt

Partie B — Formule pour tangente hyperbolique

B.1 L’image de th étant | — 1, 1], les nombres considérés sont strictement positifs, et on peut donc en prendre

le logarithme :
In ((1“}1(“”)>) —nln (”th(x)> — 21 argth(th(z)) = nz

1 — th(z) 1 —th(z)
et . L
t
In <1i_thgzg> = 2 argth(th(nz)) = 2nz
1+th 1+ th "
La fonction logarithme étant injective, on a bien : + th(nz) = + thiz) .
1 — th(nx) 1 —th(z)

B.2 D’apres la question précédente, on a, pour tout réel x :

n
ou l'on a posé y,(z) = (i‘tﬁg;) . En multipliant numérateur et dénominateur du membre de droite de () par

le réel non nul (1 — th(x))™, on constate que

ol ‘ Q,=01+X)" ‘ est un polynoéme de degré n.




